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M. NIKODYM. — Universal real locally convex linear topological 
ES cate 0 PE PR AP PE eee ied sate ee 


Par une méthode ressemblant à celle de E. Silverman (Rivista di matematica di 
Parma, 1951) on construit des espaces universels dans lesquels les espaces linéaires 
réels, topologiques et localement convexes L peuvent être plongés d’une manière 
isomorphe et isométrique par rapport à la pseudonorme de D. H. Hyers (Duke 
Math., J. 5, 193g). La convergence dans L se transforme en une modification de 
la convergence uniforme des fonctions, ce qui montre que cette dernière possède 
une généralité qu'on ne pouvait supposer. La méthode est géométrique et utilise 
un théorème de J. V. Wehausen (Duke Math., J. 4, 1938) qui, dans le présent 
travail, est établi d’une manière géométrique, en s'appuyant sur l'existence d'un 
hyperplan de support pour les corps convexes. Les vecteurs des espaces universels 
qu’on obtient ainsi sont des fonctions réelles A,, a de deux variables a, d dont la 
première varie dans un ensemble de vecteurs et l’autre dans le domaine d’un ordre 
de Moore-Smith convenable. Toutes les conditions préliminaires sont expliquées 
de manière que le travail soit accessible mème à ceux auquels n’est pas familier le 
calcul fonctionnel récent. 


S. GAL. — Sur la méthode de résonance et sur un théorème concernant 


les espaces de type (B). LE on ee eer ee ewe ee RES SE” 23 
L’objet de la note est l'extension du principe de la borne uniforme pour le cas 
des suites d’opérations bornées et homogènes, mais non sousadditives. Dans ce but 
l’auteur introduit la notion de suite asymptotiquement sousadditive : la suite d’opé- 
rations u, (x) définies dans un espace complet E est asymptotiquement sousadditive, 

si elle satisfait aux conditions 


{| un(@ +») |] < I une) |] + Ou | - Hy ID 
uniformément pour x, ye E et 
inf [|] uC@ + VI + ll eae) ll — Il any) I] > OC D 
Iyi<1 


pour chaque rx € E, mais non nécessairement uniformément par rapport à a. Par 
l’utilisation d’une méthode de H. Lebesgue (méthode de résonance) on obtient alors 
le résultat. Si la suite | u,(x) } asymptotiquement sousadditive est telle he lim. 
sup. {| u. (x) || << o pour chaque ce, alors la suite des normes est bornce, c’est- 


a-dire |[u, | Lu < © pour n= 1,2... 
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R. E. EDWARDS: On functions whose translates are independent.. . 31 


Ce travail est l'étude de divers cas particuliers d’un problème nouveau, semble- 
t-il, concernant les translatées de fonctions ou de distributions sur un groupe. 
Soit & un espace vectoriel topologique de fonclions ou de distributions sur un 
groupe abélien G localement compact; & est supposé invariant par les translations 
a> f(x) = f(x + a) (JEË, aeG). Si fe& ct si A est un sous-ensemble non vide 
de G, J(f, A) =f, A, 6) désigne le sous-espace vectoriel fermé de & engendré 
par les translatées f, de f avec ae A. On dira qu’une fe& a ses translatées indépen- 
dantes dans & si fa&(f, A) quel que soit l’ensemble fermé À ne contenant pas a. 

Sous certaines hypothèses, satisfaites par tous les espaces & usuels, on donne 
(section 2) des conditions nécessaires ct suffisantes très générales pour que f ait ses 
translatées indépendantes. Ces conditions sont étudiées dans les cas suivants : 
8 — L2G, avec G discret (section 3), G = T (section 4), G=R (section 5). Dans 
les cas G =T ou R on obtient également des renseignements sur & — L'G ect sur 
les espaces de distributions. La section 6 concerne l’espace & = CR” des fonctions 
continues sur R™, muni de la topologie de la convergence compacte. Lorsque G 
est compact, des conditions suffisantes pour qu’une fEL?G ait ses translatées 
indépendantes dans cet espace sont obtenues (section 7) à l’aide d’un théorème de 
Silov concernant la régularité de certains anneaux normés. Diverses extensions sont 
signalées dans la section 8, où le problème est relié à des questions d’approximations 
par polynomes trigonométriques et à la théoric des fonctions définies positives. 

Dans presque tous les cas, la méthode utilisée dépend des relations entre l'analyse 
harmonique et les classes quasi-analytiques de fonctions ; le manque d'informations 
précises dans cette direction rend difficile une étude détaillée du cas général où G 
est un groupe quelconque. Si une conclusion générale peut s’énoncer brièvement, 
c’est la suivante : pour que fait ses translatées indépendantes, il faut et il suffit que 
sa transformée de Fourier F (en un sens convenable) ne soit pas « trop petite » à 
l'infini et ne s’annule pas « trop souvent ». Le sens précis qu’il faut attribuer à ces 
conditions varie notablement d’un cas à l’autre. 


J. DENY. Familles fondamentales. Noyaux associés. . . . . . . 73 


Par «famille fondamentale » on entend ici un ensemble (2) de mesures de 
Radon 6 > 0, définies dans un groupe abélien localement compact G, auquel on 
peut associer une mesure x > 0, appelée base de (X), de façon que soient vérifiés : 

1° z*G a un sens pour toute sE(X) ; x — zx est > 0, non nulle, à support compact ; 

2° à tout voisinage V de l’origine de G, on peut associer une sé(d) telle que le 
support de x — z*o soit contenu dans V. 

Par exemple, les répartitions homogènes de la masse + 1 sur les sphères de 
centre O constituent, dans R™, une famille fondamentale, une base associée étant le 
noyau newtonien | x |?—"(m > 2). On montre que, parmi les bases associées à une 
telle famille (2), il en existe une (et une seule à un facteur > 0 près), telle que 
soit vérifié en outre : 

. 3° pour toute 6Œ(Z), xx5? > o vaguement (5? désignant le produit de composi- 
tion de p mesures identiques à 0). 

Une telle base est appelée noyau associé à (2); l’article a pour but de construire 
une théorie du potentiel par rapport à un tel noyau. A signaler notamment l’existence 
d’un théorème de décomposition du type de F. Riesz et d’un théorème du balayage. 
On montre ensuite que l’ensemble des noyaux pour lesquels «le balayage est 
possible » (avec une définition convenable) est fermé pour la topologie vague, d’où 
la construction effective d’une classe très vaste de noyaux pour lesquels le balayage 
est possible. Cette classe contient tous les exemples connus ; la méthode utilisée 
(emploi des familles de Perron) permet d'atteindre des noyaux dissymétriques. 
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M. PARREAU. — Sur les moyennes des fonctions harmoniques et ana- 
lytiques et la classification des surfaces de Riemann. . .: . . :. . 103 


Après avoir étendu aux domaines relativement compacts d’une surface de 
Riemann la solution du problème de Dirichlet par la méthode de Perron-Brelot, 
l’article étudie la fonction de Green d’une surface hyperbolique ; le comportement 
«a l'infini » de cette fonction permet de retrouver pour les potentiels de Green les 
principaux résultats de la théorie du potentiel newtorien. 

Le mémoire traite ensuite des moyennes d’une fonction harmonique u sur une 
surface de Riemann S ; on dit que u a ses moyennes d’ordre ( bornées, ou appartient 
à la classe (HMw) (D étant une fonction convexe ct strictement croissante dans 
[o,+ æ[) si (lu!) a une majorante harmonique ; pour ® —{#, on parle de 
moyennes d'ordre « et de classe (HMx=). L'espace (HM,) caractérise la « frontiére 
idéale » de la surface de Riemann considérée. 

Lorsque ; Bap mx — + oo, l’existence sur une surface S d’une fonction non 
constante appartenant à (HMw) équivaut à celle d’une fonction harmonique bornéc 
non constante. On montre en effet que toute fonction u€g(HMw) est la limite uni- 
forme sur tout compact d’une suite (croissante si u >> o) de fonctions harmoniques 
bornées. On en déduit la représentation canonique de Martin de u et celle de la 
plus petite majorante harmonique de d(| u |). 

La notion de moyenne d'ordre a(a > 0) peut être introduite également pour les 
fonctions analytiques sur une surface de Riemann, d’où la définition de nouvelles 
classes de surfaces. Pour « — 0, on généralise la notion de fonction caractéristique 
de R. Nevanlinna, ce qui permet d'étendre les théorèmes du défaut de Frostman 
et de Valiron-Ahlfors. 


M. BRELOT et G. CHOQUET. — Espaces et lignes de Green. . . - 199 


Les auteurs reprennent deux notes aux C. R. étudiant (en s'inspirant du cas 
plan simplement connexe traité par Evans) les lignes de Green (trajectoires ortho- 
gonales des lignes ou surfaces G,(M) = C'*) et certaines applications. Mais au lieu 
de se placer dans l’espace enclidien à + >> 2 dim., ils font la théorie dans des espaces 
& plus généraux, comprenant les surfaces classiques de Riemann, des variétés 
analogues non orientables et les espaces localement enclidiens à + dim. On examine 
surtout parmi ces espaces ceux qui sont pourvus d’une « fonction de Green » et on 
les appelle espaces de Green ou greeniens. On étend le problème de Dirichlet 
« ordinaire » à un sous-domaine Q greenien de & en utilisant comme topologie ©, 
celle de & pourvu d'un point d’Alexandroff s’il n’est compact. Grâce à quelques 
notions sur le potentiel de Green, on étudie les lignes de Green dans Q issues du 
pole P. Presque toutes (au sens de la mesure angulaire (ou d’angle solide) de 
départ, dite mesure de Green à un facteur près) admettent pour G la borne infé- 
rieure o sans rencontrer de zéro de grad G et ont une limite pour G > o. Aux 
points d’un ensemble e de la frontière de Q aboutissent des lignes de Green dont 
la mesure de Green vaut la mesure harmonique de e en P. Cela permet de traiter 
des extensions du problème de Dirichlet où la frontière est obtenue par complétion 
à partir d’une métrique convenable dans Q (problème ramifié ou géodésique). Car 
elles permettent de vérifier deux conditions fondamentales qui dans une étude 
axiomatique de la question suflisent à étendre les raisonnements du cas classique 
un peu améliorés. La mesure de Green permet aussi certaines applications par 
majoration; citons pour les fonctions holomorphes bornées des extensions de 
théorèmes (Montel, etc.) sur la nullité ou la convergence à partir de ces propriétés 
sur une partic de la frontière (remplactes ici par des conditions-limite sur les lignes 
d’un faisceau de lignes de Green dans une surface de Riemann grecnienne). 
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L. FOURES. — Le problème des translations isothermes, ou construction 
d’une fonction analytique admettant dans un domaine donné une 
fonction d’automorphie donnée. . . - + + + + + © + «= + 265 


Etant donnés dans un plan deux domaines C et C’, simplement connexes, et sans 
point commun, et une représentation conforme biunivoque + de C sur C’, existe- 
t-il un domaine D contenant C et C/ et une fonction f holomorphe dans D, qu’elle 
représente sur un domaine À de sorte que les images de G et C’ par f soient 
déduites l’une de l’autre par une translation associant les images dans À de deux 
points de G et C/ associés dans D par 9 ? 

D et f existent sous des conditions assez larges sur la correspondance entre les 
frontières de G et C/. Généralisation à un nombre quelconque (fini ou infini) de 
domaines C,, Cy, ..., Gp, -.. supposés limités par des courbes de Jordan dont tous 
les points sont accessibles par l’intérieur et par l’extérieur. 


F. GALLISSOT. — Application des formes extérieures du 2° ordre à la 
dynamique newtonienne-et relativiste. . . . . . . . + . + 277 


Toute mécanique peut être automatiquement «léfinie de la manière suivante : on 
se donne une forme extérieure w de Cartan du deuxième ordre construite sur les 
différentielles du paramètre de position et de vitesse, invariante dans les transfor- 
mations d’un groupe linéaire précisé ultérieurement. Les équations du mouvement 
sont les équations associées à . Nous nous proposons d’établir par cette méthode : 
1° les équations des milieux continus en mécanique newtonienne ; 2° les équations 
de la mécanique du point en relativité restreinte. 


J. KRAVTCHENKO. — Note sur les solutions approchées du problème 
déterminé des sillages. RU D EE Lo | 


L'auteur expose la solution du problème indéterminé des sillages formée par 
M. Rapoport et qui peut être utilisée pour le problème déterminé. Il souligne 
l'avantage de la méthode : on évite l’emploi des intégrales singulières de M. Villat. 
L'auteur étudie la solution de M. Rapoport au point de vue de la validité physique, 
puis il généralise les conclusions de cet auteur. 


L. NÉEL. — Influence de la subdivision en domaines élémentaires sur 


la perméabilité en haute fréquence des corps ferromagnétiques 
conducteurs. 


Sr eta Re RTE CPR, à NIET 
Dans cet article, l’auteur, après avoir résumé rapidement les travaux antérieurs 
consacrés à celle question, reprend la théorie de l'influence de la subdivision en 
domaines élémentaires sur la perméabilité des corps ferromagnétiques conduc- 
teurs. Il étudie le cas où, dans le voisinage de la surface du corps, les domaine- 
élémentaires sont des feuillets plans parallèles d'épaisseur d, perpendiculaires à la 
surface. Après avoir posé le problème et explicité notamment les conditions aux 
limites qui lient les composantes du champ magnétique de part et d’autre d’une 


paroi de Bloch, le reste de la substance étant considéré comme 
méabilité égale à l’unité, 


possédant une per- 
l'auteur donne une méthode de calcul qui fournit une 
solution rigoureuse du problème dans le cas où les parois de Bloch sont infiniment 
souples et extensibles sans dépense d'énergie. Il calcule et donne dans un graphique 


les valeurs des composantes réelle et imaginaire de la perméabilité en fonction 
d’une fréquence réduite 
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où w est la pulsation, p la résistivité et y, la susceptibilité statique. La composante 
réelle de la perméabilité est réduite à la moilié de sa valeur pour a = 7,2. 

Dans le cas où dest très petit, l’auteur donne ensuite la théorie des phénomènes 
lorsqu’on tient compte de la tension superficielle de paroi, négligée dans les calculs 
précédents. I] montre que, lorsque d est supérieur à quelques microns, l'influence 
de la tension superficielle est négligeable : il est donc généralement justifié de la 
négliger, d'autant plus que, lorsque d est petit, la diminution de perméabilité due 
à l'épaisseur finie des domaines tombe dans un domaine de fréquences suffisamment 
élevées pour que les autres mécanismes de diminution de la perméabilité, liés à la 
dynamique même des parois, commencent à jouer un rôle prédominant. 


UNIVERSAL REAL LOCALLY CONVEX 
LINEAR TOPOLOGICAL SPACES 


Otton Martin NIKODYM (Gambier, Ohio, U.S.A.). 


It is known that every separable Fr. Riesz-Banach space can be 
isometrically and isomorphically embedded into the (C) — space of 
all continuous functions in (o, 1) with norm ||f|| — max f(x), [15]. 
Recently E. Silverman [12] has embedded the same spaces into the 
space (m), i. e. the space of all bounded infinite sequences (*) with 
the norm |la|—supla,| where a—(a,, a,, ...). The underlying 


paper shows that the method used by Silverman can be generalized 
to fit the construction of universal spaces which embed the general 
locally convex real linear topological spaces. The obtained result 
discloses, at the same time, that essentially, vectors of such a space 
can be conceived as some real valued functions, and its topology 
as generated by a generalized uniform convergence. Thus the uni- 
form convergence shows itself as a more general notion than it 
‘could be surmised. 

Notations. — The elements of a linear space will be termed 
‘vectors, and sometimes, for the sake of clearness provided with 
arrows. We also call them points, since we may admit the Grass- 
mann’s approach to the vector calculus. 

The operations on sets will be denoted by the Bourbaki symbols 
[4]. nu ar the inclusion of sets by €. The empty set will be 
written 9, the set composed of the single vector x by x). 

Addition of vectors, and the multiplication of a vector by a real 


number 2 will be denoted by 2 +y, nw respectively. 


(!) This space is not separable. 
| 
| 
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to 


Given the sets Æ, F of vectors, EF will denote the set of all 
vectors aty where xe ioe yeF. Similarly ot will denote the 
set of all vectors x + y where yek. The symbol } . will denote the 


set of all vectors ?,. x where rek. 
(a, y) will mean the closed segment and (x, y) the open one. The 


domain and range of a relation R will be denoted by CR, DR 


respectively. If (Ru DR is meaningful, this set will be termed 
field of R and denoted by OR. If a topological space is denoted 
by (L), the set ofall its vectors will be written L. 


§ 1. — Basic concepts. 


4. A. Kolmogoroff [1] has introduced the notion of a general 
linear real topological space. Thisis 1) a linear space L (i. e. 
an abelian group with real multipliers), 2) provided with an open — 
set topology [4] (which is equivalent to the neighborhood topology 
and also to the Kuratowski’s topology [2], [3]), 3) satisfying the 
weakest separation axiom (i. e. if x y, then either there exists a 
neighborhood of x not containing y, or there exits a neighborhood 
of y not containing x), and 4) in which x+y, 2x are continuous 
functions of the couple of both variables (not only with respect 
to each variable separately). 

It bas been proved that the linear topological space must satisfy 
the Hausdorff separation axiom (i. e. if cy, then there exist 
disjoint neighborhoods of x and y), and even it must be a regular 
topology [3]. | 

J. v. Neumann [5] has given an equivalent definition of a linear 
real topological space, by axiomatizing a class of sets U, V, W, 
of vectors in Lin the following way : 


v Au=(s)0. 


2° for every U, Vell there exists Well with WeUn V, 
3° for every U there exists V such that 


Vai Ve Ui 


@) This axiom was admitted by D. H. Hyers [6] instead of the original v. Neumann’s 
axiom. 
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4° for every U there exists V such that 
a.VcU for alla where |al< 1, 
5° for every x and U there exists 2 such that 
za. U. 


-Those sets U, V, ...will be termed v. Neumann’s neighborhoods 
(N. nbhds). 

Two systems ll’, ll” of N. nbhds are said to be equivalent if 
for every U’ell’ there exists U’EU” with U”e U' and for every U;ell” 
there exists Ujell with Uj; € Uj. 

Let Ec L. A point æ is said to be an ll — interior point of #, 
[5], if there exists Uell such that c+UcE. A set E such that, if 
zeE, then x isan | — interior point of E is called U — open. If 
Ul is equivalent to ll’, then a Ul — interior point of E is also a 
ll’ — interior point of E. 

If U is a system of N. nbhds, and if we replace every Uell by 
U° i. e. the set of all 1 — interior points of U, then the system { U% 
will be an equivalent system of N. nbhds. UP is never empty. If 
given ll, we take all translations of the sets of ‘ity, we obtain a 


neighborhood-topology in L. (By a neighborhood. of 2, we shall 


understand the a, — translation of any U°.) The space L provide | 
with this topology is a Kolmogoroff linear topological space, [5]. 
The topologies, thus generated by two equivalent systems of N. 
nbhds, are equivalent. 

Conversely, given a Kolmogoroff linear topological space, there 
exists a topologically equivalent system of neighborhoods (s) such 


that the neighborhoods Uf of 0 satisfy v. Neumann’s axioms and (s) 
is composed of all translations of all sets of U, [18]. 

It can be easily shown, that if we add, to the above five axioms, 
the axiom 

6° If Uell, and |a|< 1, then 


x ALL 


no restriction to the topology will be introduced [6]. Hence we may 
admit 6° too. N. nbhds satisfying 6° will be termed V. Neumann's 
star neighborhoods (N. st. nbhds). 


OTTON MARTIN NIKODYM 


2. D. H. Hyers [6] has introduced the pseudo-normed linear 
spaces which are identical with the topological linear spaces. His 


approach is this: 
Let R be an E. H. Moore- H. L. Smith stream ordering, 1. e. 


a partial ordering such that 
if d,, d,eoR, then there exists d,c<oR with 


d,Rd,, d,Rd, (*). 


Let us attach to every zeL and every deoR a number H(a, d), 
called R-pseudonorm of x, and satisfying the following conditions: 


he H(z, d)>0, 


2° if H(x, d) =o for all deoR, then =o; 
3° Hx, d)=|2|. H(@, d) for all real numbers 2, 


\ 


4° for every x > o and eeoR there exist à > o and deoR such 


that for every x, yeL we have: 
if H(x,d) <0, H(y,d) <3, thenH(x+-y,e) <7, 


5° ifd,Rd,, then H(z, d,) < H(z, d,) for every z. 

A linear space with pseudo-norm is termed pseudo-normed 
linear space. 

Given such a space, if we define 


U(d, “=e \H(5,d) <2} for all «> 0, 


the class { U(d, a) | ; ‘where deoR, « > o will satisfy J. V. Neumann’s 
axioms, and the condition 6° too, so the U(d, «) are N. st. nbhds. 


(*) By a partial ordering we understand a not empty relation[g] R such that 
1) aRa whenever a€QOR, 

2) if aRb, bRc, then aRc. 

3) for a, bE@R the following are equivalent 


1) aRb, bRa, LD a == [To]: 


If, given a stream ordering R, we attach to every element a of the field OR of R an 
element taken from a not empty set E, we get a function f(a) which will be termed 
R- stream sequence of elements of E. 

The term, commonly used, for a stream-sequence is « directed set », though this is 
clearly no set at all, but may be rather understood as the ordered couple (R, f). The stream- 
sequence is a generalisation of the ordinary sequence. 
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Conversely given a system ll of N. st. nbhds we can define a Hyers’ 
pseudo-norm in the following natural way by putting 


1) H(z, U) — inf — | ea. Ut, 
af > 0 
2) eR Ue U, for U,, U,ell. 


df 


The second definition organizes llinto a stream ordering, andonecan 
prove that H(z, U) thus defined satisfies the Hyers’ conditions 1°-5°. 

Thus, given a topological linear space (L), there is at least one 
stream ordering attached to it. 

The Hyers’ pseudo-norm-approach to linear spaces has been put 
into a simpler form by J. P. La Salle [7]. 


3. The linear (real) topological space is said to be convex 
(locally convex) if there exists a system of N. nbhds WU such 
that every Vell is a convex set (*), which condition is equivalent to 


V+Vea.V. 


The linear space is convex if and only if there exists a pseudo-norm 


> 


H(z, d) such that for every d, zy 


H(e+y, d) <H(@, d)+-H(y. a). 


We shall deal only with real linear topological convex 
spaces (L). 

We fix a system Ul of convex N. st. nbhds and take the corres- 
ponding Hyers’ pseudonorm which we shall denote by 


(el = H(@, U), 


and where the corresponding stream ordering is defined by 


U,RU, — U, cU,, (Uz U,eu) 
df 


(*) Given a linear space L, a subset E of L is said to be convex if the following 
condition is satisfied : 
if 2 ae€E, then 2,0, + Ayey€E for every À, Ae 
with ), > 0, 29 20, Ay prAg=T, 
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Theorem. Every U is a convex body in (L), having o 
as its linearly inner point(’). | 

It may be proved that for U the linearly inner point coincide with 
the topologically inner points, but we do not need it. 


Proof. Let x40 and Uell. By V. Neumann's axiom 5 there 
exists & such that rel . U, 8 > 0. 


Hence ae zeU. 
and then, for all y with |y|< om we have ye, 


Hence on the line / passing through © and x there exists an open 


segment containing o and included in U. 


Theorem. — If we replace every U by its linear closure 
U. we oblain an equivalent system of convex N. st. nbhds(‘). 
Proof. Let Vell. There exists U, with U,+ U, ¢ U, hence 2U, € U. 


Let À be a boundary point of U,. We have A +0, because 0 is a 
linearly inner point of U,. Fut B=2.A. We have (0, B) c U and 
then AeU. = 

Since every boundary point of U, belongs to U, we have U, c U. 
On the other hand we have U c U, which completes the proof. 


Remark. It may happen that the whole space L belongs to U, but, 
if we drop it, we obtain an equivalent system of N. nbhds, unless 
the topology is trivial with L as the only neighborhood. 


(5) Given a linear real space (L), (even without any topology considered therein), a 
convex body in V is a convex set E containing at least one linearly inner point, 
i. e. a point x, such that on every straight line, in L, passing through x, there exists an 
open segment (x', x”) containing x, and belonging to E. [11]. 

(5) If (L) is a linear space, E € L, then E is said to be linearly-closed, if for every 
straight line / in L the set E N | is a closed set in the natural topology on the straight 
line l. 

By the linear closure E of a set E € L we understand the smallest linearly closed 
set containing E. If B is a convex body and, Zo its linearly inner point, then B is also a 
convex body in which Zs is a linearly inner point, and vice versa. = 

The points of B which are no linearly inner points of B (hence of B) are termed 
boundary points of B. (and of B) and its collection is termed the linear boundary 
of B. Points of L which do not belong to B are termed linearly outer points for B 
(and for B) [11]. 

It may be proved that the linear closure of U coincides with its topological closure, 


but we do not need it. 
I 
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In the sequel we shall suppose that (L) is not trivial, and that | 
does not contain L. Besides we may admit, without loss of gene- 
rality, that every U is a linearly closed convex body. 


§ 2. — Some linear functionals. 


4. We shall need an important theorem by J. V. Wehausen 
([18], p. 162); it will be states at 6. 2. It has been proved, by relying 
on the known theorem of Hahn and Banach, but we shall derive it 
ina geometrical way, by relying on a theorem on convex bodies. 
This will give the Wehausen’s theorem the geometrical evidence, 
(see also [13}). 

Let us have a fixed system Ul of N. st. nbhds where Lell, where 
every Uell is a linearly closed convex body with © as its linearly 
inner point. Take the corresponding pseudo-norm |ælly. We have 
\|e||p > 1, <1, or= 1,ifa is linearly exterior to U, interior of U 
or a boundary point of U respectively. 

Consider the cartesian product (L*) = (L) X (— ©, + oo) of the 


given linear topological space (L) and the topological space (— 00, 
+c). Its vectors are ordered couples (a, ) where xeL, and } is a 
real number. We define addition and multiplication by 


(=, )+(y y)=(@+y. +2), 


af 
5 (2, à) == (am, wh). 
df 


Define U*as the set of all (x, x) where xeU, 1(—«, +2), (¢ > 0). 
The class {U" } satisfies V. Neumann’s axioms for neigborhoods. 
Hence (L*) is a real linear topological space. #4 

All U* are linearly closed convex bodies in L* with (0, o) as a 


linearly inner point. iA 
Having this, take Uell. Define E%, as the set of all couples (a, à) 


where À >||x||v- 
4. 1. The set Eÿ is convex in (L*). 


> 


4. 2. The point (0, 1) is a linearly inner point of 
Elin (L*)]. Euis a convex body in (L*). 
Proof. Choose 2,40: take the points (a, 0); (6, 1) and the 
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straight line ig passing through them. The point 


Fi (a, I aa 
df 
is lying on fe 
If 4=—=0, we have.P, = — (0, 1). We want to find >, > osuch that 
if ja|< 7,, then P* eK. A simple geometric construction will do this, 
and its arithmetical equivalent is as follows. 


Put 

I {ina 
=, wehave 0<%<1,_ lu — =f. 

a 1 +||e,lIv 0 
Let |a|< x. 
It follows 
1 — a4 Da "9 = af. for lue 

This gives : 

[alu S'1 — x, and then Preky. 


Hence, if a straight line /* passing through (0, 1) is not parallel 


to L, there exists an open segment on /* containing (0, 1) and 
contained in E. 


Now let /* be parallel to L. Its points are (a, 1) where z, +0. 
If el — o, we have lez y < 1, and hence ÀCEY. If lo > 0, 


EL 


we have for |a|< the inequality 
balle). fee 1, 


> 


and then the open interval (ee as as (e 2: 1)), where 


Thus we have proved that (o, 1) is a linearly inner point of 7. 
Hence Eÿ is a convex body in (L*). 


——; belongs to Ej. 


“EL 


4.3. If (x, 1)6Eÿ, eo, 1>0, then (ax, 2.) € ER 
for every « >0. 
The proof is obvious. 
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4. 4. Every point (o, x}: (,>0) is a linearly inner 
point of EY%. 

Proof. Let bea straight line passing through (0, ut Denote 
by À the straight line passing through (0, 1) and parallel to À. 
Since (0, 1) is a linearly inner point of Hy, there exists an open 
segment (a, +) with (0, 1)E(x*, a+), (xt, m)CÀ. If a'e(x,, æ), 
we have ae (2x*, xx) CA. Since, by the preceding theorem, 
.2*¢€ Hy, it follows that 


(0, »)eQat, x) CE n EE, 
and then, that (0, x) is a linearly inner point of By. 
4. 5. Every point (x, 2), where leo <2, (4 > 0) is 
a linearly inner point of E%. 
Proof. Consider the line /, (5 2) where § varies in 


(— 20, + 2). l* passes through (0, 2). 
There exists « > o such that 


ll: +) <2. 
It follows that if —e<ia<1-+ 8, wehave 


le alu <>. 


Hence the segment 
((—ex, à), (a+ee, )) belongs to Ee 


The point (0, à) is an inner point of this segment. 

Now we can apply the following theorem on convex bodies [11]: 

If G is a convex body, y, its linearly inner point, and (Yor y,) an 
open segment containing y, and included in G, then all points of 
(y,, Y,) are linearly inner points of G. 


It follows that (a, à) is a linearly inner point of En: 


4. 6. Every point (a, De where lolo =>, is a boundary 
point of Hy; if leu >, it is a linearly exterior point 
of Ey. 

Proof. Take the set of all points (z, u) in L* for whichu > >. 
They are all linearly inner points of E*,and are lying on the straight 
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line /* composed of the points (x, x.) where #€(— 0, + 0). If 
a <A, the point (x, a) does not belong to Eÿ. 

Choose a number à, > À. The point (x, 7) is a linearly inner point 
of Ex. If we choose on /* the direction in which (x, i) precedes 
(a, à), we see that the supremum of points of Ej lying on /*i8 (a, x). 
Hence, by a theorem on convex bodies EE (x, à) must be a 


boundary point of Ey, and (a, *) for every (X <4) an exterior 
point. The theorem is proved. 


4.7. It follows that (z, a) is a linearly interior, exterior 


or boundary point of Ej according to whether ll < à 
> or =) respectively. It also follows, by a theorem on convex 
bodies [11], that Hj is a linearly closed convex body in L*. 


4.8. We see that, if (x, À) is a boundary point of E%, then for 


every « > 0, (am, na) is also a boundary point. 
5. Take a vector x anda neighborhood U with lle > o. The point 
PC. El) 


is a boundary point of £7. Since Hj is a linearly closed convex body, 
there exists at P* a hyperflat F* of support of Hf in L*(’). 


5. 1. Let F* be a hyperflat of support of Hj at P*, and let M* be 
the halfspace with boundary F* and such that 


EGC M*. 
We have P*+(0, o), because a0; hence the ray R* issuing 


(7) If Lis a linear space, then by a linear variety in L we understand a not empty 
subset £ of L such that, if x,, 2,€E, then i, x, + .2,€EF for every real À, and À. 

By a flat in L we understand a translation of a linear variety. By hyperflat in L 
we understand a flat F Æ L for which there exists a vector @ such that the smallest flat 
containing F and x coincides with L. 

A hyperflat F determines two halfspaces M,, M,, such that MUM, =L, M,AM.=F. 
They are linearly closed convex bodies with F as common linear boundary. : 

J. Dieudonné [13] has proved that, if G is a linearly closed convex body, x its 
boundary point, then there exists at least one hyperflat F such that xeF, and that G 
1s contained in one of the two halfspaces determined by F. Such a hyperilat is Lonel 


hyperflat of support for G at x. Dicudonné’s proof is algebraic. A geometrical proof 
18 given in [rr]. 
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from (0, 0) and passing through P* is well determined. It must 
belong to F*. Indeed R*< E (on account of 4. 7). 

Suppose R* c F*. Since P*eR* n F*, there would exist on R* a 
segment (P*, P*) composed of linearly inner points of one halfspace, 
and another segment (P*, P) on R* composed of linearly inner points 
of the other halfspace. Since (PY, P3) belongs to the boundary of Ezy, 
we could deduce that E%, possesses inner points in both halfspaces (*) 
which is impossible. Thus R* c F*, and then (0, o)eF*. 


5.2. If (y, 1,)eF* and (y, 2,)eF*, then x, —2,. 

_ Proof. Suppose 2, < 2,. The straight line passing through (y; ne 
(2 2,) belongs to F*. Hence (y: o)eF*. If y=, we would have 
(0, 1 )eF* which is impossible, because (0, 1) is a linearly interior 
point of Hy. Hence yO. Since (0, o)eF* and (y, o)eF*, the 
straight line / joining these two points 1s contained in F*. Hence the 


plane passing through / and (y, 1) belongs to F*, and hence 


(0, 1 eR which is impossible, since (0, 1) is a linearly inner point 


of Ey. 
5.3. For every z there exists x such that 
(z, »eF*. 
Proof. Suppose that for a given x, we have 
(x, 2)eF* for all >. 


Consider the straight line * composed of all points (z,, x) where 
XE(— oo , + 00). Take the hyperflat £* parallel to F* and passing 


through (0, o). Since (0, o)eF*, we have = F*. The vector 
F—(2,, +1)—(@,, — 1), 
df 


because if not, 4 would be independent of E* and hence /* would 
intersect F*. 
Hence the line (0, à) with varying 2 would belong to F* and then 


(0, o) would be no inner point tr. 


(#) There is the following theorem. If G is a convex body, Zp its linearly inner point 
and a its boundary point then the open segment (a, Tp) 18 composed of linearly inner 


points of G, [11]. 
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5.4. Let us remark that given a U there exists z such 


that lela 0: 
Since U differs from the whole space, there exists at least one 


boundary point a of U. 
For this point we have lo — 1 as was already proved. 


5.5. Given an z£o, there exists U such that 


lel. >0. 


Ifnot, we would have ll — 0 for all U, and then by Hyers’ first 


axiom, T— 0. 
The set Ey is lying in one of the two linearly closed halfspaces 


determined by F*. One of them M, contains (0, — 1) the other M, 
contains (o, 1). Clearly Ej c M,. 


5.6. If wel, and (a, r)eF*, then 4< lay. 
Indeed if we had x > |x|y, the point (x, x) would be a linearly 


interior point of Hj, and then (x, er < 


6. Take a neighborhood Uel. Since there exists 2, with ol >o, 
the corresponding set Ej is not empty, and then the flat F*, as defined 
before, exists. Choose F*. Let us define the function f (x) by putting: 

eZ (x) =} where (@ : rer. 


Such a number À exists and is unique. 


6.1. We easily see that f(x) is a linear functional in L. 
This will mean that 


fle+y=f@)+s) forall 3, el, 


and f (aa) = af (x) for all eZ and all real numbers x, Of course, 
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f(z) depends not only on U but also on the choice of the support- 
hyperflat F* for Eÿ (°). 


6.2. Theorem. (Wehausen) For every x, and U there 
exists a linear continuous functional f,, y(z) in L such 
that . 


«np FACE OR fm, y(x,) = (lo. 


Proof. 
Suppose first that 


Blu > 0: 
Consider the set £5. We know that the point P*=(z,, |le,|Iv) is lying 
on the boundary of 7%, and that this point differs from (o, o). 
Take a support-hyperflat F* at P* to E* in L*, and consider the 


corresponding linear continuous functional f(x). 
Put > 


TEL 


The point (y, 1) lies on the boundary of Ej, and especially on the 
line joining (0,0) with P*. 


Hence (y, 1 )eF*. Hence f(y= 1, and then 
fe) =S(kele-) =e -- +++ @) 


Now we have for zeU, 
f@) <lllo< 1: 


(*) Let ZEU. We have [zllu< 1. Since (&, p(@))er*, we have by what has been 
proved, ee a 
f(z) <llello<t. 

Let U® be the set of all points of U which are U-interior points. Hence U® is an open set 
in the linear topological space. We have for zEU® also the inequality 
fla)<r. 

Thus we see that f(x) is bounded from above on a non empty topologically open set Un. 

The following theorem is true [15]. . A 

If, in a linear space, provided with a topology T such that the following conditions are 


satisfied : j 

1° if His a T-open set, then every translation of E is so, 

9° if Eis a T-open set then a.E for a £0 is also a T-open set, there exists a T-open 
set, on which the linear function f(x) is bounded from above, then f(x) is continuous in 


this topology. 


This theorem allows to conclude that f(z) is a continuous linear functional. 
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If œeU, then — reU, because U is a star-neighborhood. Hence 
—f(«) =f(— 2) <|]—#||o=|[e|lo 1. 

It follows that for every xeU we have 


MOIRSE 


Since |yly— 1, we have yeU, for U is linearly closed. 
Hence 
SUD fio hae ee (2) 
xEU 


Thus the functional f(x) satisfies the conditions stated in the 
theorem. 
Now suppose that ||x,|l; — 0. 


uv > 0; find a linear functional f(x), as 


There exists +, such that 2, 


above, for x,. 


We have 
sup | f(x)|— 1. 
xEU 
Besides 
fe) <b =o. 
Since x EU, we have — «,€U, 
and then 
22 f(x) = f(— æ,) < | mz z v= (ai 
Thus 
|f(&)|< 0, hence f(x,)=0, 
and then 


fe) =] 


Us 


The theorem is proved. 


6. 3. The functional f, y) of the preceding theorem 
has the property : 


ones fo. AY) |<lylv for every 7 


Proof. Let y — 0: We have for n==1, a, ... 


nylon [yo =0. 
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Since ny lu <1, we have nyeU, 
and then 


fa y(ny)|< 7; 
It follows 


| fa OI 


y) =o, and then in this case the inequality (1) is proved. Let 


I 
re for n—=1:1,2,.., hence 


lu > 0. Put ae 


z\|;—=1, hence zeU, and then 


We have 


Pleure 
[A ul I<Ily lb. 
The theorem is proved. 


§ 3. — The matrix space. 


7. Let N be a cardinal >> N, and R a stream ordering. Take a set J 
of any elements x, £, ... whose power is & ; these elements, as 
well as the elements d, e, f... of oR will be used as indices. By a 
matrix we shall understand a function À —{4, 4} defined for all 
x€J] and all doR and whose values are real numbers (hence {Aaa} 
is a function of two variables ~, d). 

Let M be the class of all matrices À —{A4,4} such that for every 
x and every d,eoR 

Sup A) aks 00 ei 3 J (0) 


dRdo, 
aes 


7. 4. We organize MW into a linear space (IM) by defining the 
addition of matrices and the multiplication of matrix by a real 
number : 

(A, a}t{ Ba a} {Aa a+ Ba, ai 
naar Aa de 


The matrix with all elements — 0 is the null-vector of this space. 


Put 
|Ajlao = sup|A,, al. + Pee: (1) 
dRdo 


aes 


16 OTTON MARTIN NIKODYM 


7.2. We easily check that this function of A and d, satisfies 
all the Hyers’ conditions for the R-convex pseudonorm. 

Hence SW is organized into a pseudo-normed space with the 
pseudo-norm (1). 


§ 4. — Embedding of (L) into a matrix space. 


8. Let (L) bea real linear convex topological space; by its sepa- 
rability-cardinal we shall understand the smallest cardinal & 
such that there exists a subset Q of L with power & and everywhere 


dense in (L), i. e. for every vector z,€L and every topologically 


open set G containing x,» there exists reQ n G. 

Let us choose a system 1 of N. star. nbhds, such that Lell and 
such that, if Uell then U is linearly closed. Construct the corres- 
ponding Hyers’ pseudonorm ||a||y with the corresponding stream 
ordering R, defined by U,RU,-=- te Us. 70) stele 

Let & be the separability-cardinal of (L) according to the topology 
induced by U, and choose an everywhere dense set Q of power & 
in L. We suppose that % > W,. 

According to what was made in §2, attach to every £eQ and 
U,ell a linear continuous functional f(x) = fe, (@) with the 
properties : 


¥ 
» 
= 


sup |f(z)| =, SE) =ÎÀ 


Dé ee Dre ie (1) 
Put 
A(x) =} Ay, v(x) ie va) for all xeL, 
éeQ and UeoR=—U. 
8.4. We shall prove that the matrix just defined satisfies 


the condition (0), § 3. 
We have 


Ae ox)|=Lfz u()| <|lello < |lello, 


whenever URU,. Hence if we fix x and U,, we have 


sup|A¢,o(2)|< |e 
FEO 


URUo 


Uo <a DOME ER CLAIRE (2) 
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8.2. Let us take the correspondence § which attaches to every 
æeL the matrix A(z) taken from JW}. 


The correspondence § is an algebraic homomorphism 
from L into MM. 


8.3. The correspondence § preserves the Hyers’ speudo- 
norm. Proof. Let x be arbitrary. Take a neighborhood U,. We have 
FOR <= sup |A; (x) —sup fe u(æ)]| 

URUo URUo 


EQ FeQ 
We have 


fe. u(x) |< lal < lue ifURU,, 


Ve Rea ete 8 
Take «> o and'find a Vell such that if yeV La (V° means the 


topological interior of V), we have 
ESS 52s SRO RS (4) 
For URU, we have 
Re) A —2)|< ly — ale <p — alu <e 


hence 


Ro) — Sele )|Ke +2 (5) 
for every £€Q, every URU, and ye v 


From (4) we have, because of the convexity condition, 


(ll < ly =e <2. < 


for every URU, and every ye y° +o. | 
Since Q is topologically everywhere dense in L, there exists 


n€Qn [ve +a. 
le — [elle <« 


fault) fi FOIS 
for every € Q and every URU,. 


We have 


and from (5), 
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Hence " ; 
| fouln) ip a) €, 
Ilo — POI €. 
It follows from (5): 
Au(e) — ll < 26 


and then 


for every URU,. 


Hence | 2 
lee. —2¢< ule) <|4,u(2)) 
Consequently 
| Us — 2 L sup|Azu(x) for any £0. 

URUo 

ee 
Hence eee OAC PEAR ocrrtyeiee (6) 

_ From (3) and (6) it follows 
Elle = 14 Nos 
Q. E. D. 


Hence we have proved that S preserves the pseudo-norm. 
8. 4. Finally, let us prove that § is a one-to-one relation. 


Suppose that A(z,) — A(z,). 
A(x, — a.) is the o-matrix. 
ae te er 


for all U, it follows that @, — £,—=0, and then x, —?,. 

Thus the correspondence § is an isometric isomorphism from L 
into Wt and then also a homeomorphism. It follows that I is a 
universal linear convex topological space in which are 
isometrically and isomorphigally embedded all real topo- 
logical linear spaces having isomorphic stream orderings 
of N. str. nbhds and the same separability cardinal N. 


9. Now let ® be a not empty set of real linear convex topological 
spaces (L;) where i ranges over a not empty set/. IFR, is a streamor- 
dering generated by L;, and §; is its separability cardinal, we can put 
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N= sup &,, and find a stream ordering R such that R, is isomorphic 
af ief 


with a sub-partial ordering of R, and consequently have a matrix- 
space which embraces isomorphically and isometrically all spaces 


of ®. 


40. Now let zyRx, which means that for every topologically open 
set G with o€G, there exists U, such that if U,RU, then ayez + G. 
If we put yy —ay — x, the above is equivalent to the statement : 


af à 
for every, open G with o€G there exists U, such that if U RU, then 
Yu€G. 


This is equivalent to the statement : 
(1) For every Nnbhd U there exists U’, such that, if U RU, then 


| yueU. 


We shall prove that (1) is equivalent to the following statement : 
(2) For every U’ and £ >> o there exists U, such that if U RU, then 


bol <s: 
Proof. Suppose (1). Let p be a natural number with + <e, and 


° ig 
take the topologically open set ie ") . There exists U, such that, 
if U,RU, then i 


hence 
I 1 
ye—-U, 
P 
hence p.yyeU’, 
hence 
|p -Yullu <1; 


llyullu < = <e, hence (2). 


Suppose (2). Take U’ and e-=1. There exists U, such that, 


if U,RU, then |lyullv <1. 
Hence 
yueU’, hence (1). 
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40. 4. Having this, take the matrix-image A(yu) of yu. 
(2 \eis equivalent to the statement : 


(3) for every U’ ande >0o there exists U, such that if U RU, then 
[A (yu)lle Qe, 


because L 5 
lA Golo = lu u's 
lAGu)l = sup |Aa, w(yu)|- 
"0 


Hence (3) is equivalent to the statement : 
CAV te for every U’ and «> o there exists U, such that, if 
U,RU, we have 


Aa w(¥u) < € 


for all x€Q and all W’RU’. 

Now 44, W'(Y) can be conceived as a function oy(:, W’) of two 
variables +, W’ defined for all :€Q and all W’ with W’RU’. 

The statement (4) says that the stream sequence {ou} converges 


uniformly, 1. e. For every € > o there exists U,, such that for all U 
with U RU and all (+, W’) we have 


lou{a, W)|<e. 


Hence for every U’ the stream sequence 9,(«, W) of functions 
restricted to those (x, W) for which WRU’, converges uniformly to 
the O-matrix. We can say that every matrix, restricted from above, 
converges uniformly. 

Hence the correspondance § between vectors of the 
space L and matrices transforms every convergent R- 


stream sequence fry} of vectors into a corresponding 
stream sequence of functions oy(x,W) whose all 
restrictions from above (i. e. WRW,, where W, is 
fixed) converge uniformly. 

This reminds an ordinary .sequence of functions g,(p, q), 
(n= 1,2...) defined foro<q, o<p<1, which converges uni- 
formly in every rectangleo<p<1, 0<q<4q,. 


a 
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SUR LA MÉTHODE DE RÉSONANCE ET SUR UN THÉORÈME 
CONCERNANT LES ESPACES DE TYPE (B) 


par I. S. Gal (Princeton). 


1. — Introduction. 


Dans ce qui suit je me propose d’examiner un probléme concernant 
les espaces de Banach en utilisant une méthode trés puissante de 
l'analyse classique, due à H. Lebesgue. Cette même méthode peut 
étre appliquée avec succès à d’autres domaines, tels que théorie de 
la sommation, séries trigonométriques et potentielles, et intégrales 
singulières. Toutefois ces problèmes présentent des caractères simi- 
laires ; dans chacun de ces cas on cherche des conditions nécessaires 
pour la convergence d'une suite de fonctionnelles. 

Plusieurs de ces conditions peuvent être obtenues par des voles 
plus ou moins difficiles, à partir d’un théorème concernant la borne 
uniforme d'opérations linéaires connu aussi sous les noms : théorème 
de résonance |1|, théorème de Banach-Steinhaus [2], principe de la 
borne uniforme [3], ou même th. 5 p. 80 du livre de Banach{ 4]. La 
démonstration de ce théorème, présentée sous des formes diffé- 
rentes par plusieurs auteurs, utilise un raisonnement sur les 
catégories, méthode très utile mais pas assez fine. 

La méthode de Lebesgue m'a permis de démontrer quelques 
résultats sur l'approximation des fonctions mesurables [5], résultats 
qu'il ne me semble pas possible d'obtenir par l'utilisation des caté- 
gories. Par l'application directe de la méthode de Lebesgue au 
probléme de la borne uniforme des opérations définies dans un 
espace de Banach, j'obtiens une forme beaucoup plus générale du 
principe de la borne uniforme. Un autre avantage de la méthode que 
j'utilise ici est que l’on peut en reproduire toutes les étapes dans 


chaque probléme particulier. 
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2. — Définitions et résultats. 


On sait qu'un espace vectoriel est un ensemble d'éléments æeE 
où sont définis la somme de deux éléments quelconques et le produit 
d'un élément par un nombre réel ces opérations satisfaisant aux lois 
usuelle de l’arithmétique. L'espace est dit normé s'il est en outre 
muni d’une norme ||æ|| satisfaisant aux conditions suivantes : 
all> 0: [en] <llel|tllyl] pour tout 2, y eB; [el] —{à|. el 
pour chaque } réel et x € EK; [|| —= 0 est équivalent à æ— 6, où 9 
désigne l'élément neutre par rapport à l'addition de E. On peut définir 
alors la distance de deux éléments quelconques x et y comme étant 
|\|e — y|| et E devient alors un espace métrique. 

L'espace étant métrisé, on peut parler de suites fæ,} convergentes 
vers un élément «,, définies par ia condition [x —x,|| — 0 peur 
i— oo. Il est évident qu'une suite convergente satisfait à la condition 
de Cauchy, c’est-à-dire ||x;— || — 0 pour à, j— oo. Par contre la 
validité de cette condition n’entraine pas en général la convergence 
de la suite fx,}. Si l’espace est tel que chaque suite {2;} satisfaisant 
à la condition de Cauchy est convergente l’espace est dit complet. 

Considérons maintenant deux espaces vectoriels E et E’ normés, 
non nécessairement complets. Faisons correspondre a chaque élément 
z eE un élément quelconque, mais bien défini, de l’espace E’ qui 
sera noté par u(x). Nous obtenons ainsi une fonction, ou suivant la 
terminologie actuelle, une opération u(x) définie sur E à valeurs dans 
E’. Notons en passant, que dans le cas le plus important où E’ est 
l'espace des nombres réels la fonction est appelée une fonctionnelle. 

On dit qu’une opération u(x); æeE à valeurs dans E’ est bornée et 
homogène, s'il existe un nombre positif M tel que ||u(«)|| < M|\z|| pour 
chaque x e Ket si de plus ||u(X«)|| ||. ||u(x)|| pour chaque ?. réel et 
æeË. Donc on peut parler de sup|lu(x)| <M << + o, qui sera 

fe 

appelé la norme de Ra Heh et noté par |u|. On a alors 
lux) <|z].|\2|] pour chaque x e E et cette inégalité ne peut pas 
être améliorée. Nous pouvons choisir ainsi des éléments x tels que 
l'on ait|u(æ)| >|u\/2. Comme ||u(9)|| — 0, nous avons &-£6; donc 
en vertu de ||u(2z)||==||. ||u(«)|| nous pouvons choisir les ||x||— 1. 
Définissons une classe de suites d’opérations bornées et homogènes 
de la maniére suivante : 


A 


Dérinition. — On dit qu'une suite d’opérations bornées et homo- 
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gènes est asymplotiquement sous-additive si elle satisfait aux conditions 
suivantes : Ona 


(1) [June + lle Oui: Ii) 
uniformément dans x, ye EK; et 


(2) inf (e + nl) — [ler] > oun), 


Wyll<t 


pour chaque élément ceE, mais non nécessairement uniformément 
dans æ. 

Maintenant nous pouvons énoncer notre résultat concernant la 
borne uniforme des suites d'opérations comme suit : 


Tuéorime 1. — Soit donnée une suite fu,(æ)(n—1, 2, ...) 
asymptotiquement sous-additive d'opérations bornées et homogènes, 
définies dans un espace vectoriel, normé et complet E. Si l'on a 


(3) lim |lu,(æ)] < H(@) < +2 


pour chaque x € E, alors la suite des normes est bornée, c’est-à-dire 


lu,| Lu << + © pourn=1, 2,.... 
Et on le généralise tout de suite : 


THÉORÈME 2. Soit donnée une suite {u,(x)}(n=T1, 2, .….) 
d'opérations bornées et homogènes, définies dans un espace vectoriel, 
normé par la norme ||r||. Supposons qu'il existe un sous-espace E 
complet, normé par quelque norme |lll8 et tel que la suite fu,(x)} est 
asymptotiquement sous-additive dans E et, en plus |u,|= O(|u,|n)- St 
lon a (3) pour chaque x e E, alors |u,|< p< co pourn= 1, 2... 


3. — La méthode de Lebesgue. 


Considérons la suite EX satsfaisant à 


(4) lez + (fd (WH): 


On dit d’après G. Pélya [6] que les éléments z,, æ,, --- sont en 
résonance avec les opérations u,(x), u,(æ), .... respectivement. En 
effet nous obtenons immédiatement 


lue lee) <ur 
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et cette inégalité montre que la norme de u,(x,)a exactement le même 
ordre de grandeur que la norme de l'opération u,(x). 

Pour chercher la démonstration du théorème 1 ci-dessus nous 
allons appliquer la méthode de Lebesgue : Supposons que 

lim |u,|— “+00 . 

Notre but est d'obtenir un élément zeE tel que (3) ne soit pas 
remplie. Partons des éléments x, æ,, ... en résonance avec 
Nude + LP ya parmi eux des éléments x, (k — 1, 2, es) 
pour ead on a ||w,,(2,,)|| + 00 ; ko. Essayons de déter- 
miner +, tel que (3) ne soit pas vrai, par une série infinie 


ee ZT, (a > 0), 


dont on assure la convergence par la condition Sa, < ©. 

Lorsque ||u,,(2,,)|| > 00, nous essayons de choisir les coefficients 
tels que ||u,,(«)|| ait à peu près le même ordre de grandeur que celui 
ce spi 
de ||u,,(x,,)||. Il n’est pas difficile de voir que la différence entre eux 

peut étre majorée par 


i—1 oo 
a. (3 ar, )] in + Ota) Se 
it À 


où le nombre ¢; > o ne dépendant que des coefficients a,, a,, ..., @_, 
et de n; est aussi petit qu'on veut dès n; est assez grand; 


> CG, 


Observons que le premier terme est indépendant du choix de a,; 
k>ietx,,; k >it, et de la même façon le dernier terme ne dépend 
pas des éléments x,, ; k >(i-+-1). Cela donne l'idée de construire æ 
par induction par rapport ài—1,2,.... Les détails précis de la 
construction sont comme suit : 


MEN RS nl. 


Démonstration. — Soit donnée une suite {x,} satisfaisant aux 


conditions (4). Supposons HE du théorème satisfaite et la 
conclusion en défaut : 


(5) lim |u,|=+- 20. 


On peut choisir, alors, un élément x,, tel que l’on ait |lu, (æ, )|| > 
Supposons maintenant que les éléments RG ek etn Mey GS 2) 
sont déjà choisis d’une manière convenable. 
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Considérons d’abord 


Comme l'hypothèse (3) est supposée valable on a 
(6) [lu (y) 
lu, _ | et y; étant fixés on déduit de (2) 


(7) lan OZ + t)|| + lu, Ka | Feu (lu, (0) 


|[SH(y) pour tout n—1,2, ... 


>—lu,_,/2" "lu, 


pourvu que n, soit assez grand ; n,>n(lu,, _|, y). Choisissons main- 
tenant en vertu de (5) la valeur précise de n; tel que l'on ait aussi 
(8) [une > 2 "le HG) + il. 
Ainsi nous venons d'obtenir une suite {z,,{(¢—= 1, 2, ...) satisfai- 


sant aux conditions (4), (6), (7) et (8). 
Enfin, posons 


ee nt E Th; En. 


2 |Un, | a, ee 
et 
© = 
Hla) + 3 lta 
La convergence de ces séries est évidente parce que lon || etek 


lu, [> 1(i=1, 2, ---), donc la condition de Cauchy est satisfaite. En 
particulier nous déduisons de 1a: 


(9) laut Gr 2, +) 
Montrons maintenant que lim{lu(r}|—+, ce qui sera 


contraire à l'hypothèse du théorème. Tout d’abord, on tire immé- 
diatement de la définition de y;, z;et x que a=y,te,,/2'—'| Uni, 2 
D'après (1), (7) et (g) on obtient alors 
POI [Jaye en OR RES) 
S lan (7st 2/2" ey, NOG) ad I= 2 
Stn! 2°" | Unc M Men — [nll ju, + OC). 
Enfin, utilisant (4), (6) et (8) ona 
Le (@)I| S| yl 24" eae -| — HO) + OC) 2 i+ O(1) 


pour tout usa. Le théoreme:t est donc démontré. 
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4. — Remarques et exemples. 


Considérons maintenant quelques exemples de suites d'opérations 
asymptotiquement sous-additives. Le cas le plus simple est celui des 
opérations linéaires, c’est-à-dire telles que 


u(æ+y)=u(z)+u(y) et fut) < Mai]: 


Il est facile de voir que ces opérations sont continues partout et 
remplissent la condition u(1x) = u(x) pour tout ? réel. 

Le cas suivant est celui des opérations homogènes, bornées et 
sous-additives. Elles satisfont aux conditions : 


(10) ao) SM}; |] Q-)|] =|] [eel 


et 
[lew +y)I] < [lue] + fur). 


On peut aisément montrer que la norme ||u(x)|| est une fonctionnelle 
homogène, bornée et continue partout. L'opération elle-même est 
continue au point æ—9, mais elle n’est pas nécessairement continue 
partout. Considérons, par exemple, l'espace des fonctions continues 
dans 0o<{< 1, normé par ||c||— max|z(t)|. Soit r (o<t< 1) la 
plus petite valeur de { pour laquelle |x()|—= max|x(t)|, on voit alors 
que l'opération 


u(x) =e" f Por 


satisfait à (10), mais n’est pas continue partout. 

Voici finalement un exemple pour le cas général: D'après 
L. Kantorovitch [7] la moyenne métrique d'une fonction mesurable 
æ(t)(o LL 1) par rapport à l'intervalle (a, b) est le nombre réel 


h— m(a, b)m{a(t)] 
pour lequel 
mes E[x(t) > h] >(b — a)/2 
mes E[x(t) > h+e] < (b— a)/2 


pour tout € > o. 
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Considérons l’espace des fonctions continues dans [0,1], normé 
par max |x(¢)|. Posons 


/ : ‘ok — 1 
Ac) == a, > m 
1 


, à m/|a(t)| ie aa) 
n 


où a, > o désigne un nombre réel quelconque. On peut facilement 
montrer que l'opération est bornée, homogène et |u,|—=a,.n. Il est 
évident aussi que ces opérations satisfont à la condition (1) et (2). 

Considérons maintenant les mêmes opérations dans l'espace 
L(o,1). On peut facilement montrer que [u,| = 4a,.n: En effet, on 
a en vertu de la définition 


m (A= + aa [2()|<m ee = m (le(2)]), 


an 


et | i 
nf me <n f © led 
Cela donne oa 
IL a à nf, mint] 


k 


<ha,.n > f, |x(t)|dt< ha,.n, 
k=1-/ 2k—n 


2n 


pour n'importe quel élément a(t) satisfaisant a ||2||—= Te ‘|a(t)|dt <1. 
D’autre part on obtient exactement || a,(zc) || = 4a, .n pour la fonction 


ÇA, si (2k — tan << (hk — v)/hn 
=} pour les autres valeurs de t,0<it<1. 


Les fonctionnelles ||u,(x) || (æeL(o, 1)) sont évidemment continues 
pour §=4(t)=0, mais elles sont discontinues pour tout élément 


différent de zéro. 
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ON FUNCTIONS WHOSE TRANSLATES ARE INDEPENDENT 
by R. E. EDWARDS (London). 


1. — Introduction and generalities. 


It is the object of this paper to study some special cases of an 
apparently new problem concerning the translates of functions on 
a group. In order to ennunciate the problem in its general form and 
to indicate its origin, some definitions will be made at once. Let G 
be a group, assumed topological, abelian, and locally compact: of 
these conditions the first is essential for our problem to have 
meaning, and the second and third appear to be temporarily 
inevitable in so far as a fairly complete and detailed theory of 
harmonic analysis seems to be an almost indispensable tool. G will 
be written additively, and its elements denoted by x, y, ... Let & be 
a translation-invariant, topological vector space of functions f— f(z), 
eet C2 ne defined on G. If fe&, and if Aisa subset of G, let 
I(f, A)=A(f, A, &) denote the closed vector subspace of & generated 
by the translates f,— f(x) —/f(x + a) of f when a ranges over À ; 
for brevity we shall write J(f)—=4(f, 6) in place of J(f, G, &). 

For many special choices of G and of &, the problem of 
determining the extent of J(f) (in particular, the problem of 
determining when 3(f)—6, the problem of the fundamentality or 
totality of translates) has been discussed in considerable detail. The 
following cases are well known: for &—L'G we have the theorem 
of Wiener-Godement (1), (2), (‘); for &—L'G the discussion 
given by Wiener (1) for the group R of reals is easily extended ; 
for  —L'G n L’G we have the results of Segal (3) and Pollard (4); 
for £ —L’G we have the theorem of Beurling-Godement (2), (9). 


(1) Numbers in brackets refer to the list of references at the end of the paper. 
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Interest has also been shown in the case 6 — CG, the space of all 
continuous functions on G, the topology being that of convergence 
uniform on every compact subset of G: little difficulty attaches to 
this case when G is compact, but problems of great interest arise 
when Gis not compact. Thus, when G—R, we have the work of 
L. Schwartz (6). 

Whilst in many of these cases the interest has centred on a study 
of J(f), thus using translates of f corresponding to all the group 
elements, little has been written about the study of J(f, A) for 
comparatively sparse sets A. Fragmentary results are to be found in 
Edwards (7), (8), (9), (10) and various other results are included 
in an unpublished thesis of the present author. These results are all 
concerned with showing that, for special functions f, J (FAP J(f) 
for sparse sets A, i. e. that some translates of fare « approximately 
linearly dependent » on certain others. And this brings us to the 
problem to be discussed in this paper, namely, the discussion of 
those functions for which no such approximate linear dependence 
is possible. 

To the best of my knowledge, the only existing results of this 
_ nature occur in Edwards (8), (10): in (8) the question concerns 
functions of a complex variable, but in (10) we have a veritable 
special case of the problem for functions on groups (namely the case 
6— CG and G—T—R/27). This special case exhibits the general 
difficulties: the problem is a rather delicate constructional one 
involving the relationship between harmonic analysis on the one 
hand and quasi-analytic classes of functions on the other. The 
relevance of this latter notion is the main difficulty in the path of 
discussing the problem fora general group, and the case of a general 
non-discrete group remains almost entirely untouched. 

In this paper we confine our main attention to the case in which 
G is either a discrete abelian group, or T, or R, or again finite direct 
products of these latter groups, whilst the choice of & is usually 
L°G. This latter choice is technically the simplest in view of the 
symmetrical theory of harmonic analysis available. However, as 
will be indicated, the methods employed in this case yield non-trivial 
results for certain other choices of &. 


Notation. — The symbols G and & will have the meaning 
already explained. In addition to this, G will denote the dual group 
of bounded, continuous characters of G ; elements of G will be denoted 
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by y, ..., the value at the point «eG of the character 7 being written 
We denote by & the topological dual of &, the symbols f”, 9’, ... 
being used to denote elements of &’; the bilinear functional expres- 
sing the duality between & and &’ is written € f. f’ >. 
The notation in connection with Fourier transforms will be 
explained a little later. 


Summary. — Section 2 is devoted to the reduction of the pro- 
blem to a form suitable for analysis on the basis of the Hahn-Banach 
theorem, and to a few general remarks. This leads to a complete 
solution of the problem for & = L°G, G discrete, given in Section 3. 
The solution for the case GN, the discrete additive group of 
integers, may be interpreted in terms of translational bases in the 
space of Paley-Wiener functions on the real axis. 

Section 4 is concerned mainly with the case G—=T and &=L’G, 
the results obtained being supplementary to those given in 
Edwards (10). Section 5 is devoted largely to the analogous problem 
for G—R. In either case there is no difficulty in deducing non- 
trivial results for the groups T” and R”. At the end of Section 4 we 
derive criteria for a periodic distribution to have its translates inde- 
pendent; the analogous problem for distributions on R or R” is 
discussed briefly at the end of Section 5. 

Section 6 contains some remarks on the case G—R or R” and 
&—CG. For functions in CR” of slow growth (”), Schwartz's 
theory of generalised Fourier transforms proves to be useful, but it 
is to be hoped that the restriction to such functions may be ultima- 
tely removed. For this reason, we have confined ourselves to broad 
indications and to some examples. The independence of translates 
of distributions of slow growth on Ris also discussed briefly at the 
end of this section. 

The method employed throughout is much the same whatever the 
space & in question, the essential step being the construction, or 
proof of the existence of, continuous functions on the group G which 
(i) are supported by small neighbourhoods of zero, and (ii) have 
Fourier transforms which are as small as possible at infinity on G. 


‘As is indicated in Section 7, this problem is more or less closely 


connected with that of deciding the regularity of a suitably chosen’ 


(2) The phrase « of slow growth » is used throughout as an equivalent of Schwartz’s 
« à croissance lente » or « tempérée » ; sec L. Schwartz (11). 
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normed ring. Unfortunately, this approach has a strictly limited 
practical value outside the case in which G is compact owing to the 
difficulty experienced in reducing the known sufficient conditions 
of regularity to a sufficiently simple form. 

Finally, in Section 8 we mention some extensions of the problem 
to non-abelian groups and interpret the problem as one concerning 
the continuous functions of positive type on G, or, equivalently, 
the bounded, positive Radon measures on G when G is abelian. Some 
ot her extensions are also mentioned. 

My debt to Mr J. Deny will be obvious at many points: 
I wish to express here my sincere gratitude to him for his many 
helpful suggestions. The problem dealt with in this paper is a natural 
consequence of work undertaken in connection with a thesis 
approved for the degree of Ph. D. in the University of London. 
This thesis was written under the direction of Professor J. L. B. 
Cooper; to him and to Dr. F. Smithies I wish to offer my thanks 
for their help and encouragement during the early stages of my 
work on this problem. I am also particularly grateful to Professor 
G. W. Mackey in connection with parts of the substance of Section 8. 
Finally, my thanks are due to Dr. P. Vermes for drawing my 
attention to the recent paper (4) of Pollard. 


2. — Reduction of the general problem. 


The notion of independence of translates is specified by the 
following 


Derinition 1. — If G and & are as in Section 1, an fe& has its 
translates independent if, whenever A as in a closed subset of G and 
a is a point of G not in A, we have f, non-e J(f, A, &). 

The notion is thus dependent on the topology on &, but this will 
be taken for granted once the space & has been fixed in any given 
instance. Further, although we speak of the elements of & as func- 
tions, these elements may strictly speaking be equivalence classes of 
functions (as will be the case if, for example, & is one of the Lebesgue 
spaces built over G) : this licence will be taken without further 


comment. When we come to speak of the independence of translates 


of entities other functions, we shall not explicitly reformulate 
Definition 1 since the necessary amendments are quite trivial. 


7 V0 
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The following assumptions are valid in all the cases we shall 
consider and bring with them certain simplifications : 

(1) The space & is locally convew. 

(II) For fixed ae G, the mapping f— f, is continuous fromé into &. 

These hypotheses allow one to frame the definition of indepen- 
dence translates in a form more suitable for analysis, namely : 


Tueorem 1. — For fe& to have ils translates independent the fol- 
lowing conditionis necessary and sufficient™. Denoting by &'(f) the vector 
space of functions on G having the form o(x)= < f,, f’ > when f' 
ranges over &', lo every member U of a basis of neighbourhoods of zero 


in G shall correspond a fonction 9€6&'(f), depending on U, with 
the properties 


(ger) eo), nc) =—0 for x non-e U. 


Proof. — It is a consequence of (II) that the translates of f are 
independent if and only if, whenever A is a closed subset of G not 
containing zero, f is not in J(/f, A, 6). Hypothesis (I) ensures that 
the Hahn-Banach theorem is valid for &. By virtue of this theorem, 
the assertion that f non-e J(/, A, &) is equivalent to the existence 
of f’<& such that < f, f’>40 and < fr, Haies Do 
æ € A. Whence the theorem. 

It is also true that in all cases considered here the following 
assumption is satisfied : 

(III) For a fixed ze G, the mapping f(x) —f(x).4(æ) leaves & 
invariant and is continuous from & into &. 

Granted this, we shall have. 


Tueorem 2. — For a fixed ,e G and feb, the functions f and 
f:x together have their translates indépendent or not. 

The result is useful in certain cases since it shows that we can 
assume at will that the Fourier transform of f is non-zero at any 
particular one point of G 

Theorem 1 also makes apparent the relevance of relations between 
harmonic analysis and quasi-analyticity. In many cases, the 
functions of &/(f) take the form of a convolution f*f" of f with f”, 
f' being a function, a measure, or a Schwartzian distribution. And, 
assuming that the Fourier transforms of f and f” exist as functions, 
the transform of f+/f' will be small at infinity to much the same 


(3) The sufliciency of the condition is clearly independent of hypothesis (1). 
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degree as is the transform of f. But a function cannot have a Fourier 
transform which is « very small » at infinity without being a 
member of a quasi-analytic class : in particular, such a function 
cannot vanish outside small neighbourhoods of zero without 
vanishing identically. One is thus led to expect that a restriction on 
the smallness at infinity of the Fourier transform of f will be a 
necessary condition for f to have its translates independent : this 
point is illustrated by the results of Edwards (10) and by most of the 
results to follow. 
Again, in many cases the equation 


ff = 
is equivalent to 


Psp (p. p- on G), 


capital letters denoting passage to the Fourier transform. It there- 
fore appears that conditions of a local character restricting the 
number or density of zeros of the Fourier transform F of f will also 
be necessary for the translates of f to be independent. These 
conditions appear to be much more difficult to make precise than 
those involving the behaviour of F at infinity. Nearly all the results 
to follow are concerned with establishing the sufficiency of certain 
sets of conditions and it would be of great interest to develop some 
necessary conditions. 

Some general negative results can be formulated at least for all 
spaces & built over the groups R” or T”. Unlike the positive results 
we are able to prove, these are quite naturally formulated in terms 
of the function itself rather than its Fourier transform. For 
simplicity, let us consider the case of a space & built over the 
group R. We may define a function f € & to be weakly differen- 
tiable in & if there is a function g € & such that 


lim (f.—f}/a = 


weakly in &; g will then be called the weak derivative of fin & and 
will be denoted by Df. The successive weak derivatives D/, D?f, ... 
may then be defined inductively. When all these weak derivatives 
exist, every function o in &(f) has derivative of all orders in the 
usual sense. If, in addition, we impose restrictions on the rate of 
growth of the nth derivative o (x), we shall be able to affirm that 
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o(x), if zero on any non-void open set, is identically zero. We shall 
have in fact for every nñ—0, 1, 2, 


ox) = 21D hi fe Dyed eo 


Accordingly, if we suppose that the semi-norms p{(i eI) define 
the topology on &, and if we wrile for any integer n >0, any tel, 
and any neighbourhood V of zero in R, 


M(n; i, V)—supp{D"f.), 
rEV 


then we can impose such restrictions on the rate of increase of 
M(n; i, V) with respect to n as will ensure that the restrictions to 
V of the functions in &/(f) form a quasi-analytic class. For example, 
write 
Ari V)=supr"/M(n; 2, V) 
“ere 

for r>o. Then we may assert that: if, for some V and each 1 the 
integral 


4 log T(r; i, V)dr/r’ 


is divergent, then the translates of f are not independent. 

In fact, if U isa neighbourhood of zero contained in V and such 
that V-U is not void, and if o e&(f) is supported by U. then all 
derivatives of 9 vanish at all points of V-U; consequently, by well 
known results on quasi-analytic classes, 9 vanishes identically on V 
and hence, in particular, at the origin. This suffices to show that the 
translates of f are not independent. 


Naturally, there are close connections between conditions of this 
type and the behaviour at infinity of the Fourier transforms of func- 
tions belonging to E(f ). For, if o belongs to &(f) and has a compact 
support € V, we shall have a system of inequalities of the form 


flaa)lde <M(n; à V) 


holding for a suitable fixed 1 depending on + and for all n. If then 
(z) is the Fourier transform of o(x) : 


Hy) =f ole)e de, 


integration by parts n times gives 
\(an7)" DZS M(n; 1, Wak 
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Choosing n suitably, we deduce that 


PCI sha) 


which is generally enough to show that o(x), known to vanish 
outside a neighbourhood of zero, is identically zero. For example, if 
M(n; i , Val. Q" for some Q independent of n, then we can 
pomelades in this manner that (7) is of order at most exp(—|z /Q) for 
large Ix) hence that o(x) is regular-analytic in a strip containing the 
real axis. 

We adopt an approach in which the Fourier transform plays the 
basic role for the obvious reason that the operation of point-wise 
multiplication is easier to handle than that of convolution and so 
leads most easily to the positive results which constitute our main aim 
in this paper. 

It is convenient at this stage to explain the notation concerning 
Fourier transforms. If fis a function or a measure (or a distribution 
in the case of special groups) on G, we shall denote by 3(f) the 
Fourier transform of f; the sense in which this transform is to be 
taken will usually be obvious from the context. When no confusion 
can arise, the transform of f will be denoted by F, and likewise for 
other functions, measures or distributions. 


3. — The case & — L?G, G discrete. 


The simplicity of this case is due solely to the fact that a basis of 
neighbourhoods of zero in G is comprised of the single set {o}. 
Accordingly Theorem 1 tells us that f e L°G will have its translates 
independent if and only if there is f’ e L?G such that 


eff" 


has the properties 
(0) —1 and o(x) = 0 Re 
This is equivalent to 
Reb esis pon Gs 


where F — Hf) and F’ = 3(f’), and this is soluble for F’ e L’G if 
and only if 1/F e L’G. Thus we may state 


Tuzorem 3. — If Gis discrete, a necessary and sufficient condition 
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for fe L°G to have its translates independent in this space is that 
1/F e L'G (F—5(/f)). 

The hypothesis of Theorem 3 implies that F vanishes on a null set 


at most in G and hence, as is easily seen to follow from the Hahn- 
Banach theorem, that the translates of f are fundamental in L°G : 
these translates therefore form a sort of basis for L°G. We may legi- 
timately digress here to the extent of a brief discussion of this last 
fact. 


Suppose that f e L’G satisfies the hypothesis of Theorem 3. The 
translates of f being fundamental in L?G, one may hope to expand 
any given he L?G in the form 


(3. 1) h~ Sas 


the numbers ), depending upon h. Since the translates of f are 
independent, we may choose 4 € L°G such that 


ia 0 


(3.2) ROC 


otherwise ; 
by Parseval’s formula, this is equivalent to 


A —— fifa 0 
J AEQ)MY) =), otherwise, 
where F — 3(f) and VY =v). Thus (3. 2) 1s equivalent to 
(3. 3) F(,)¥(y) =! p- p- on G. 


Now we know that, given « >0, there is a finite subset S of G 
and numbers ?, (a ¢ 5) such that 


HU J rafell ve Se 
From this relation follows 
| FREE + a) de — 2 FREE +0 de <li 
that is by, (3. 1), 
dy fat) del <e|I4 hola © ®)- 


L2G? 
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It is therefore natural to study the formal development (3. 1) with 
the following choice of the constants : 


(37-4) ha [ h(x) ba(x) de, 
or equivalently, by Parsevai’s formula and (3. 3), 
(3. 4) ha = [ H(z) x(a) dy/F(y)- 


where H— (A). This shows that 2, is, as a function of a, the 
inverse Fourier transform of the function H/F e L'G, hence that 
ha 0 as a— on G, and so that 2, —0o except for a countable 
set fa,:n—1, 2, ...} of values of a. The right member of (3. 1) 
is thus extended over this countable set only. 

In general, the question of the convergence of the development 
(3. 1)is rather delicate, but itis easy to see that convergence will take 
place in the L’-sense under suitable restrictions on h. For example, if 


(3. 5) Pal < 20 


(the sum extending in reality only over the aforesaid countable 
set of values of a), then the right member of (3. 1) is absolutely 
convergent in norm and so defines an element h* of L’G. Further, 


for every a e G, (3. 2) yields 
JA) Yale) de = Day f fase) bah) de 
=D, ff + — and (y=x+0) 


__(%, 1fa—a, for some n, 
o otherwise. 


Thus se ee 
[ie Uw) de = [h(a Ya) de 


for all a eG, that is 


JG A) d/F QG) = [ Hy) x(a) dE) 

for all ae G, and so, since 1/Fo p. p. on G, H*—H p. p. on 
G and h*—h everywhere on G. | 

Condition (3. 5) will be satisfied whenever H/F is equal pan 
on G to a linear combination of summable and continuous functions 
of positive type. Of course, for special groups, the validity of (3. 5) 
can be ensured in others ways. For example, if G—N, the discrete 
additive group of integers, ‘then GT, and (3. 5) will hold at least 


a ea el sate 
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whenever H(7) ‘F(,z) is equal p. p. toa function having two continuous 
derivatives. A special example arises when /(«)—exp(—a|az|)(a>0), 
in which case 


F(y)=(1 — r*)/(1 — 2r cos ir’) (r= exp (— a)), 
MST EEL A ro H(y)e "(1 — arcosy--r*)dx/(1 —r’), 
DO An Aa 0h ns. :)s 


in this case, (3. 5) will be satisfied provided 
Y2"|h(a)| <2. 


In case G—N, the discrete additive group of integers, Theorem 
3 may be restated in an equivalent form concerning th class of 
Paley-Wiener functions on the real axis. Recall that a function 
p(æ)(æ real) is a Paley-Wiener function if it is continuous and of 
summable square over the real axis, and if the Fourier transform 
P(y) of p(x) is zero p. p. outside (— 7, 7). It is well known that 
the class (PW) of such functions forms a Hilbert space with the 
scalar product 


(p.N=[" POW  (P=Hp), Q=H9)). 


It is also true that there is an isomorphism between (PW) and the 
usual Hilbert sequence space 2—tLN in which a function 
p(æ)e(PW) is mapped onto the sequence whose nth term 1s 
p(n)(n=0o, +1, +2, ..-). The inverse mapping determines p(x) 
as the mean-square limit of the series 


x p(n). sin x(a — n)/r(x — n). 
Theorem 3 proves then to be equivalent to 


Tusorem 3. — For a function p(x) € (PW) to have its integral 
translates independent in (PW), it is necessary and sufficient that 
1/P(x) be of summable square over (—n, x). The Hahn-Banach 
theorem shows that for these integral translates to be fundamental 
in (PW), it is necessary and sufficient that P(y) be non-zero p. P- 
on (— 7, T). | + 

Returning to the case of the general discrete group G, it is not 
difficult to obtain sufficient conditions for the independence of trans- 
lates for other choices of &, though it is very much more difficult to 
decide the necessity of these same conditions. For example, if 
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>= L'G, &(f) comprises all convolutions f*f’ with f’ e L*G. It 
may be shown that a sufficient condition for fe L'G to have its 
translates independent in this space is that F -£ o everywhere on G. 
This follows from an extension of a result due to Wiener (1) concer- 
ning absolutely convergent Fourier series. The extension is well 
known as an application of the methods of Gelfand (12), (13), and 
reads : If Gis discrete, if f e L'G, and if F= Hf) is 40 everywhere 
on G, then there is f' <UG (a fortiori in L*G, G being discrete) 
such that F. F’—=1 everywhere on G. 


4, — The case 8 — L’G, G=T. 


This section may be taken in conjunction with, and is supple- 
mentary to, the relevant portions of Edwards (10). There are several 
respects in which the presentation here differs from that in (10), but 
in only one instance is the divergence of any great importance. Our 
choice of & is different: here we take 6— L?T, whereas in (10) the 
choice is & — CT. Besides this, the results borrowed from the theory 
of quasi-analytic classes are manipulated a little differently. However, 
the important addition is the correction of an oversight on the part 
of the present writer which led to a neglect in (10) of any discussion 
of the influence on the independence of translates of vanishing Fou- 
rier coefficients. This oversight is rectified here. 


The elements of T being real numbers modulo 27, T may be iden- 
tified with the discrete additive group N of integers. Accordingly, 
x will in this section denote an integer. The character functions are 


x) =e, 


x denoting a real number modulo az. The Fourier transform of 
a function f(x) on T is now 


F(y)=(1/an) [7 fo) de. 


In what follows, À will denote a positive real number, the emphasis 
being laid on its possible smallness. 
The main theorem here is. 


THeorem 4. — If fe LT, the following conditions are sufficient 
for the translates of f to be independent in L’T. There exists a func- 


Re 
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ae p(t)(t real), even in t. such that t. p'(t)}-+- o with t, and such 
that 

eue [” pd LH oo, 
and a sequence xn { (A=, 1, 2, ...) of integers satisfying 


Cee Poe ee Oi Kk Oy ity, <a 
for which : 


G.3) lexp(—p)/FWh<+e- 


Proof. — According to Theorem 2, we may assume that 
F(o)o0. According to the results of Mandelbrojt (14), para- 
graph 59, p. 134, for any small À > o we can construct an infinitely 
derivable periodic function x(x), zero outside (— A, h) modulo 27, 
and having Fourier coefficients A(z) satisfying 


A(o)=+ 0, A(y)=0 for mp cay gl WL korea) 


Again, by the arguments of pp. 78-83 of this same reference, we 
can construct a function ((«), infinitely derivable, periodic, non- 
negative, such that f(x) — o outside (— h, h) modulo 27, and having 
Fourier coefficients B(x) satisfying 


Bio) #0, —_|B(4)|< exp (—p(x))- 


Now consider the function 9—=-2»@, the convolution being taken 
over a period (that is, in the sense of the group 1h} this has Fourier 


coefficients 
P(x) = A(x) - BG), 
which vanish for /=+7,(k=1, 2, -- .) and which satisfy 


|®(~)|< const. exp (— p(x); 


the constant depending on A. Further, o(x)=Eo since #(0) #0. On 
the other hand, o(x) — o outside (— 2h, 2h) modulo 27. Hence, by 
translating 9 by an amount 2h at most, we can arrange that 
(0) ~o and q(x)— 0 outside (— 4h, 4h) modulo ar. 

It results that f will have its translates independent provided we 


can solve the equation 
f»f'=? 


for f” € L?T. This is equivalent to 
ror 
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with F — 4% f) and F’= %(f’), and we require that Fe L°?N. Howe- 
ver, since P(y) —0 fory =+ 7, (k—=1, 2, ...) and since F(o) 0, 
this entails simply that (4. 3) be valid. This completes the proof. 


Remarks. — It follows from Theorem 4 that the independance 
of translates of fin LT is compatible with F(z) being at infinity as 
small as, say, 

exp (—|z//log’ **|z)) 
for any fixed € > 0; in fact, we could here replace log'~* || by the 
usual succession of refinements : 


log ||. log log***|7|, 


et cetera. On the other hand, it is trivial that if F(y) is at infinity as 
small exp (—aly|) for any a> 0, then the translates of f are not 
independent, since in this case every function f* f’ would be regular- 
analytic in a strip containing the real axis. Indeed, the conditions 
of Theorem 4 cease to imply the independence of the translates of 
fas soon as the integral in (4. 1) is allowed to diverge: see Man- 
delbrojt (14), pp. 78-83. 

Again, the conditions cease to be sufficient as soon as the series in 
(4. 2) is allowed to diverge, since the conditions would then be 
satisfied by functions f having period 7, say, which are obviously 
inadmissible. However, this constitutes a very crude infringement 
of (4. 2) and it would be interesting to study more refined counter- 
examples. 

I do not know the form of the analogue of Theorem 4 fora general 
compact group. As regards the behaviour at infinity of F, the methods 
outlined in Section 7 may prove to be useful. But, as regards the 
local behaviour of F, I have been able to prove only that, under one 
subsidiary condition on G, the behaviour of F on any given finite 
subset of G has no influeuce on the independence of translates of da 

Naturally, there is no difficulty in passing from T to T”: one has 
only to utilise the functions on T” of the form 


Pre) = En s + + +1 Em) = 9%) - - + (am) 
having as Fourier transforms the functions 
Dit, de ss ro, = P(7,,) see Pin): 


We shall conclude this section by considering briefly the problem 
of independence of translates of distributions on T in the sense of 


a : : 


[ETES E 
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Schwartz (11), Tome Il, Chapitre vu. Notations introduced here 
without explanation will have the same significance as in (11). Since, 
by the theorem of Ascoli, the bounded sets in (D)r are relatively 
compact, a theorem of Mackey-Arens tells us that the space (%)y 1s 
reflexive. Consequently, the weak and strong closures of vector 
subspaces of (D); coincide ; in particular, the problem of the indepen- 
dence of translates of a distribution s e () is the same for the weak 
as for the strong topology. 
If se(’)y has the Fourier coefficients 


S(y) = s(e— à 
then S(y) is of polynomial order at infinity, and the series 


S SG" 


of functions converges strongly to s itself. Conversely, given any 
sequence bat 0 Era,» .) of polynomial order at 
infinity, the series 

Mae” 

Z 
of functions converges strongly to a distribution s e (®')r for which 
S(x) = a, for every 7. 

If be()r has the F ourier coefficients Y’(x), the effect of applying 


to y the distribution ¢ 1s 


(=D 2): 


the series being automatically absolutely convergent. In particular, 
defining the translates s, of s by 


s(V)=s(t-0)  (ve(Dh), 


we shall have 


sv) = SG He. 


1 ind a continuous 
Now, according to the proof of Theorem 4, we can find 


1odi 1 d o(x)—o outside any 
eriodic function 9(«) such that (0) +o and 9 
RE neighbourhood of zero in T, and such that the Fourier 


| e coefficients (7) of (x) satisfy the conditions 


PET = y 
In(y)|<exp(—py)) = elory Li 
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We can therefore arrange that o(x) —s,(L) for a suitable } e (D)r 

provided we can arrange that 
SG = PO) 

for all y. But this merely entails that, neglecting the values y= = ;4, 
®(z)/S(y) must be smaller at infinity than any power of 1/|y|: this 
we may express briefly by saying that ®(y)/S(z) must be « of rapid 
decrease » (« à décroissance rapide » in Schwartz’s terminology) as 
x ~ + y, tends to infinity. Thus we may state 


Tuzorem 5. — Let se(®') have the Fourier coefficients S(y). A 
sufficient condition for the translates of s to be independent in (D')r is 
that for some function p(t) and some sequence {y,} satisfying the 
conditions of Theorem 4, 


exp (—p(z))/S(z) 
shall be of rapid decrease as y — + y, tends to infinity. 


5. — The case 8 — L°G, G=R. 


The results obtained in this section bear close formal resemblance 
to those of Section 4 in so far as is concerned the behaviour at infinity 
of the Fourier transform in relation to the independence of translates. 
However, there are important differences when one considers the 
influence of the local behaviour of the Fourier transform. 

Throughout this section, all integrals are taken over the entire real 
axis unless the contrary is explicitly indicated ; À denotes a positive 
number, emphasis again being laid onits possible smallness. Fourier 
transforms of functions concerned are to be taken in an appropriate 
classical sense which will be obvious from the membership of the 
functions to L'R or L?R. 

Our starting point is the Theorem XII of Paley-Wiener (15), 
which we restate in the following form convenient for our present 
purpose. 


TuroremM A. — Let p(t) (t real) be real and measurable and 
satis fy 


(5. 1) 
4) exp(— p(t)) dt < +o, J exp(— 2p(t)) dt < +o. 
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À necessary and sufficient condition for there lo exist a function 
/ 2 . és . 
«(æ) € L*R, zero on a neignbourhood of + 2%, and having a 
Fourier transform 


AG) = f a(x) ede 


satisfying 
(5. 2) |A(x)|=exp(— p(x): 
is that 
(5. 3) f Playa HE) < + 0. 


Observe that the relation (5. 2) is invariant with respect to 
translations of x, so that the neighbourhood of + æ on which « 
vanishes may be varied at will. A direct corollary of this theorem 
which has immediate application is 


CorozLany (*). — Let (5. 1) and (5. 3) be true, and let 


a= | exp{—p (+4) —p(w) da, 


Let h>o be arbitrary. Then there is a function o(x), continuous, 
zero for |x| > h, satisfying o(0) 0, and having a Fourier transform 


(y) satisfying 
(5. 4) PGI 96). 


Proof. — Let p,(é) be any function satisfying (5.1) and (5. 3). By 
Theorem A, we can find a function «,(z) e L’R such that « (x) — 0 
for x > 1 and |A,(x)|= exp(— p, (D): where A, = &(z,). This «, is 
certainly not equivalent to zero, and so we can choose a > 1 so large 
that «, is not equivalent to zero on (—a, a). Put 


B,(œ) =2,(2a2/h) ; 
this vanishes for a eee) and is not equivalent to zero on 
= +4, + h): Farther, its teansform Be—$(8)) is 
B,(x) —(h/2a)A,(kx/2a), 


(*) Cf. Paley-Wiener (15), pp. 24-25. 
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so that 

IB (x)|=(A/2a).exp — p,(hy/2a) == 7X0) { — p, (Gz) ie 
where C—h/2a. Next put 6,(~7)—=((—-#): this vanishes for 
x < — —h, is not equivalent to zero on | — h, e h), and has a 


Fourier transform B(4) = %(6,) = B,(— x). 
Consider for fixed b the function 


2) = BE — 9). 
Since the transform of 8,( —b) is exp (— aniby) B,(z), that of yx) 


1s 
r= [BG —8 B Qe ak 


Now this cannot be identically zero in € for every 6: for otherwise 
we should have B,(y —é)B,(€) equivalent to zero in € for each y, 
and in particular (taking yo), B,(— €) equivalent to zero, which 
would imply that @,(a@) is equivalent to zero. Moreover a simple 
argument shows that any value of 6 making l'() not equivalent to 
zero must be in the interval (— h, h). For example, since $,(7) — 0 


if ©>—h and 6(e —b)—B,(b—a2)—o if <b—A, if b 
2 
were greater than h, 8,(~@—b) would be zero for x < +h, in which 
2 
case y(x) would be zero save perhaps for es h, hence would be 


equivalent to zero, contrary to the assumption that I(y) 1s not 
equivalent to zero. A similar argument shows that b must be greater 
than -h. 

Now we have 


MOIS [BG — 91 BOlE = [BG +) 18 |e 
=C' [exp{—p,(C+»)]} exp{—p(Ca) fn: 
the last member here is g(x) provided we put 


P(t) = p,(Ct) — log C, 
which satisfies (5. 1) and (5. 3) al the same time as p (1). 


i wad 
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In view of (5. 1) it follows in particular that (vy) is summable, 
so that the inversion formula yields 


v(x) — | RU Je Fix? dy == 9,(@), 


Le 


say, holding p.p. in «x and certainly at all points of continuity of 
(a). It therefore holds if x  b — LE orif x > =h. Thus o (æ) is 
2 2 ye 
not identically zero and vanishes for x < b — “hand for 2 >—h. 
2 2 


I 
Choose x, so that b——h Lx, < Eh and o,(x,) #0. Then the 
function = < 


(2) = pe +) 
: : ; I 
is continuous, is non-zero for æ— 0, is zero if æ—+x, >—h, a 
2 
fortiori if «>A, or if c+ 2,<b—W—A, a fortion if x<—2h 
2 


(recall that b lies in the interval (—h, h)). Further, the transform 
of 9 is equal in modulus to that of 9,, and so is equal in modulus 
to |I'|. This completes the proof. 

The corollary just proved implies non trivial sufficient conditions 
for a function f e L’R to have its translates independent. Indeed, 
for this to be the case, it is clearly enough that the equation f*/’ = 9 
be soluble for f’ € L°?R, o denoting the function constructed in 
the above proof. Since 9 is continuous and summable, this equation 
is equivalent to 


Pol DD. 


were F—Z(/f). F'—3(f') and P—#(o). This is soluble for 
F’ e L’R provided æ/F e L’R and so certainly provided q/F e L’R. 


Thus we have. 


Turorem 6. — For f e L'R to have ils translates independent in 
this space, it is sufficient that, for some p(t) satisfying (5. 1) and (5. 3), 
we have g(z)/F(y) € LR, were F—3(f) and where q(t) is defined 


in terms of p(t) as in the Corollary. ZE - 
It is readily verified that the condition of Theorem 6 is compatible 


with F(y) being at infinity as small as, say, exp = td for any 
fixed € >. As in section 4, the translates of f fail to be independent 
if F(z) =o exp(— ax) for any a > 0; indeed, more than this is 
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true, as can be seen by using well known results on quasi-analytic 
classes. 

Observe however that there is an important difference between 
the cases G—T and G—R. In the former case a function with 
independent translates can have a Fourier twansform vanishing on a 
set of infinite Haar measure in the dual group; but in the case G—R, 
the transform can vanish on a set of zero measure at most. For if f 
and f’ are in L'R, and if o is continuous and has a compact support, 
then from f«f’ = 9 follows FE, F’ = -p,..pe Hencen 16 vanishes 
on a set of positive measure, the same is true of ®; and, ® being 
an entire function, this would imply that ®, an hence © also, is 
identically null. This observation has a general sigmificance : if 9, 
continuous and having a compact support, has the transform , 
then ® is in some sense analytic and is determined throughout any 
connected set by its values on a relatively sparce subset thereof. 
When G is compact and G discrete, this has no importance since the 
only connected sets in G are single points. But when G is connected, 
one can expect results approximating those for the simple case G—R. 

Another point of interest is that the above arguments yield non- 
trivial results for the space 6—L'R. In this case, for f e L°R to 
have its translates independent in this space, it is enough that we 
can solve fx f’— for f’ e L°R. 

However, if g/F = L'R n L’R, the same is true of ®/F, and we can 


then define 
S'(@)= [HG CD pen dy: 


this f” will be bounded and in L*R, hence in L” R. So we have 

Tuzorem 7. — For f e L'R to have its translates independent in 
this space, it is sufficient that, for some p(t) satsifying (5. 1) and 
(5. 3), we have q(x)/F(z) € L'R n L’R, where F— %( f) and where 
q(t) is defined in terms of p(t) as in the Corollary. 

The remainder of this section is devoted to some remarks on the 
independence of translates of a distribution on R”. This question is 
considerably more complicated than the problem for periodic 
distributions discussed at the end of Section 4, and we shall confine 
ourselves. to a brief survey of the problem. To begin with, it seems 
likely that distinctly stronger results can be obtained for the 
distributions of slow growth than for distributions in general, and 
that therefore the problem may well be treated in two distinct parts. 
Using the notations of Schwartz (11), Tome II, Chapitre vu, the 


a me PTE A 
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strong topology of (9°) is finer than that induced on it by the strong 
topology of (%”). Hence, a priori, the notion of independence of 
translates of a distribution s of slow growth will depend on whether 
we regard s as a member of (4) or of (9). The independence of 
translates of s in (®’) implies their independence in (9. 

On the other hand, since both spaces (#) and (9) are reflexive 
(the bounded sets being relatively compact), the weak and strong 
independence of translates in (4) are equivalent, and likewise in (9). 

As M. Deny has pointed out to me, a sufficient condition for a 
distribution s to have its translates independent in (9) is that it be 
inversible with a distribution having a compact support: by this 
it is meant that there exists a distribution ¢ with a compadt support 
such that 

sxt—0, 


à being the Dirac measure (mass +- 1 at the origin). Indeed, it is 
enough that a distribution ¢ with a compact support and a distribution 
u Zo with a point support at the origin exist such that 


(6. 5) ru: 
For, if this is the case, whenever x e (9), 
Gt, O—uUuxa 
are in (D), and (5, 5) yields 
(5. 6) sx 9"; 


that we have here a case of associativity and commutativity of the 
convolution follows from p. 14, Tome I, of Schwartz (11). Now if x 
is supported by a neighbourhood of zero which becomes smaller and 
smaller, the same is true of 9; also 


(0) = u(a) (+(x) = a(— æ)), 


and this can be made non-zero for suitably chosen ze (D) supported 
by arbitrarily small neighbourhoods of zero (since u, supported at 
the origin, is not identically zero). This is plainly enough to show 
than the translates of s are independent in (2). : 
If.se(#), (5. 5) is equivalent to St) where S=4Hs), 
a= it), U = Y(u). Taking, for example, u— à, this last equation 
will be soluble for T the transform of a distribution / with a compact 
support provided 5 is a function S(4) and 1/S(z) 1s entire of expo- 
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nential type and of polynomial order at infinity on the real axis. 
These conditions are therefore certainly sufficient for a distribution 
se (J’) to have its translates independent, but they almost certainly 
not necessary. In fact, by utilising functions 9, continuous and 
supported by arbitrarily small neighbourhoods of zero (constructed, 
say, as in the Corollary to Theorem A), it is enough for indepen- 
dence in (J’) that we can solve s+L—% for Je(J). And this will be 
possible at least whenever S = 5s) is a function S(y) such that 1/S(z) 
is infinitely derivable and Ofexp (\z|'~‘){ as|7|— © on the real 
axis for some € > 0. 


6. — The case £=CG, G=R”. 


Recall that CG is the vector space of all continuous functions on G, 
the topology being that of convergence uniform on every compact 
set in G. As is well known, the dual space is isomorphic as a vector 
space with the set .lb of all Radon measures on G having compact 
supports, and we can arrange that the duality is expressed by the 
bilinear functional 


ay 


<f. up >= f(—#) du(a)=f fap. 


f being in CG and v. a measure with a compact support. In this case 
we shall have therefore 


(Gr) <f >= [fe duly) =f+o(2). 


The criteria I am able to give as sufficient to ensure the indepen- 
dence of translates in CR” are somewhat crude and, although they 
are useful for fabricating certain examples which we shall discuss 
shortly, their theoretical interest is strictly limited. For this reason, 
I have refrained from elevating these criteria to the status of theorems. 
Instead, they will be included in a list of remarks to follow. A 
detailed and systematic study of the independence of translates in 
CR” promises to be both long and difficult and will not be under- 
taken here. 

Any fe CR” can be regarded as a distribution e (4) and arguments 
similar to those at the end of Section 5 lead to the following criterion : 

1° A sufficient condition for f e GR" to have its translates independent 
in this space is that to every given neighbourhood V of zero in R™ shall 


Are 
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correspond a distribution t with a compact support and a distribution 
u =£ 0 supported by V such that 


Prize, 


If fe CR” is of slow growth, that is if 
[ f(æ)|dæ/(1 + xl) << + 0, 


HS 
tye Rn, |x| — (aj +.--+2%)*, de = dx, .. 


D (de 


i 


Up, 


for some & depending on f, we can from 1°) deduce sufficient 
conditions involving the Fourier transform F — #(f). Itis a corol- 
lary of the generalised form of the Paley-Wiener theorem (due to 
L. Schwartz (11), Tome II, pp- 127-129) that, for a distribution q to 
be the Fourier transform of a distribution with a compact support, 
it is necessary and sufficient that it be a function q(y), entire of 
exponential type, and of polynomial order at infinity on the « real 
axis » (that is, for real values of the coordinates of y e R”). So if 9 1s 
a continuous function with a compact support, we can solve f*t=o 
for ¢ a distribution with a compact support, provided that F is a 
function, that 1/F is entire of exponential type, and provided 
6/F(o = H(9)) is of polynomial order at infinity on the « real axis ». 
For, if this is so, T — P/F, which is then a function, entire of expo- 
nential type and of polynomial order at infinity on the « real axis », 
is the transform of some distribution ¢ with a compact support; and 
from T. F—® follows t«f—o. If we take 9 to be of the type 
constructed in the Corollary to Theorem A, we are led to. 

2° For f e CR" of slow growth to have its translates independent, 
it is enough that F—%{(f) be a function such that 1/F is entire of 
exponential type and O {exp(\z|'~*){ for some ¢ >0 as y— 0 on 
the « real axis ». 

Now we shall illustrate the use of these criteria in connection 
with a few examples. 

To begin with, it is easy to see that no monomial 


j= ee 


has its translates independent in CR” : on the contrary, the trans- 


lates of such a function are very strongly coherent since, if U is any 


non-void open set, then f J(f, U). For, if ae U, we can take 
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derivatives (which are limits of linear combinations of translates) 
and thus discover that 


(x, t-a,)'...(&_—+- any" € J(f, U), 


where a—(a,, ... 4m) and the j; are integers satisfying 0 < Ji < n; 

for 1i<m. Then the binomial theroem shows that 

f)=x" 2m" \(x, +a,)—a,}"...f(ti + am) — On} EX, U). 
This situation can also be HA by use of the Fourier 

transform. For the transform of x"... x 1s 


; gut + ams 
(= r/att)\e te te 
Oz. + dYm 
Thus if » is a measure e Ab, and if 9 is a function with a compact 
support, and if 


Ue... Lm —®; 
then, taking transforms, we shall have 


à”: Splice nm 


M(z)-(—tfaniyet tee D(z), 
where M— (y) and @— (9). Since the left member here is a 
distribution supported at the origin, equality can hold only if both 
sides are zero distributions, in which case 9 — 0. The same argument 
yields the more general proposition : 

3° For fe CR" of slow growth to have its translates independent, it 
is necessary that F — (which 
implies that J(f)— CR”). 

A difference, at first sight a little surprising, appears in the case 
m=1 and f(x) —|x}" where n > is and odd integer. Here we can 
show that f is inversible as a distribution (that is, satisfies the 
hypothesis of 1°) with u—35), so that the translates of f are 
independent. For f(x) has derivatives of all orders in the usual 
sense for + 0, and fO'"(@) = o fora~o. Foro<p<n, f(a) 
has a jump J, at eo given by J,—0 if o< p<n—1, and 
Jin) The formula (11,28) of Schwarta (1 1), Tome I, gives 
D nr ie 


Ge 


which proves our assertion. 
There are numerous other functions in CR which are inversible 
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in the sense just explained, all of which therefore have their 
translates independent. M. Deny communicated to me the 
example f(æ) —exp(alx|)) (a40), which is inversible with the 
distribution ¢=(1/2a)(8” —a’*3). When a <0, this function is of 
slow growth and has as Fourier transform the function 


F(y) = —aaj(a? + dn) 


so that f satisfies the criterion 2°). More generally, one can start 
from a function g(x), continous for x > 0, having derivatives of all 
orders in the usual sense for x > 0, and satisfying there a linear 
differential equation with constant coefficients of the form 


> ¢,(d*/da:*)” g(x) = 0; 


one then considers the function f(x) —g(lx|)e CR. Thus, starting 
from g(x) — Ae* + Be”, it could be shown thatif a0, bo, 
and if A and B are suitably related, then 


(a! (a? + 6?) 3” — ab D} *f 


is anon-vanishing linear combination of à, à, 0” and 9!", so that 
1°) is satisfied and f has its translates independent. 

We shall now give a proof of the following fact : 

4° Consider the continuous function on R" defined by 


Ka (©) = FC, ,/(@ +4 |x" 


where ao and the integer p is > Lo the constant Gr. being 


chosen so that K, (0) — 1. Then, if P(x) = Ector 0 is a 
polynomial, f(x) = K, (x). P(a) has its translates independent in CR". 
Further, K, (æ)— 1 as a— 0, and this in the sense of CR", so that 
the functions in CR" having independent translates are everywhere 
dense. 

I had originally constructed a proof of this for the case m= 1 
only, using the function K,,(x) —exp (a |x|), but M. Deny 
afterwards communicated to me an extension and simplification of 
the arguments which cover also the case m>1. He has kindly 
granted me permission to reproduce his proof here. naw 

Let n be the degree of P, and denote by A the Laplace distribution 
on R”: 

| TRE 


=; Ru 
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Consider the distribution 

u—(A —a’d),?*"*(K,)p): 
I assert that u is a distribution 0 having a point support at the 
origin. Once this proved, 1°) serves to show that f= KP has its 


translates independent. Now, if 4, +—:.:+qn<n, 
F[(A — ad)" ?*™* (at... wtmK, )| 


4 ++ Im 
= const. (at bal pe (at + inh), 
m 


Of dy 
which is easily seen to be a polynomial. By addition the same is 
therefore true of F(u), so that u must have a point support at the 
origin. Also, u=£0, since, otherwise, we should, have on taking 
transforms, 

(a? + Ar'jz?)P*".F — 0 (F =H(K,,P)), 
hence F ~o and so K,, P =o, which is not the case. 


: 1 
Next, since p > —™m, 
2 


AG + hr’|zP)P > + 00 
as a—>0 (by the theorem on the term-wise integration of monotone 
sequences of functions). Hence C,,—0 as a—o. Further, 
K,, (7) — 1 —=K,, (x) — K, ,(0) 
=G,,, [TE — 1)dy/(a? + he PP. 


Given any x > o and any compact set C, we can choose a neigh- 
bourhood V of zero such that 


le“ 1 Cr 


whenever x e C and y e V. Thus, ifye V, 
SP Ka, Ce) — 1] Co, p fete + br? 
4G a, frm ABC + Ur) <n Gp [im _y HR ly PY. 


ieee n, and hence V also, fixed and letting a—o, we conclude 
that 


"Tim sup jsup|K,, (2) —1]} < ». 


Since » is arbitrary, this completes the proof. 
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5° If fe CR" has independent translates, if q 0 is a distribulion 
with a point support at the origin, and if g = f *q e CR", then g has 
its translates independent in this space. 

To see this, we know that for every neihgourhood V of zero in R” 
we can choose  e Ab such that 


Fe! fa 
satisfies 9(0) 40 and © — 0 outside V. Then 


say. Here 4 is supported by V. And 4 =<o since otherwise a 
Fourier transformation would yield 


Q.6=0 (Q=Kq), P=HK9)). 


But this is impossible since both Q and ® are entire functions, 
neither identically zero, so that each can vanish on a non-dense set 
at most. Consequently we can choose a € V such that the translate 
§—y, satisfies (0) o and 9—0 outside W— VV. Since we 
have then 6—g+», where » is a translate of », and since W is 
arbitrarily small with V, this shows that the translates of g are 
independent in CR”. 

It follows in particular that no function which is a solution of 
any linear partial differential equation with constant coefficients and 
having an analytic second member can have its translates inde- 
pendent in CR”. 

Finally, let us interpret for the space 6 — CR the remarks in 
Section 2. To begin with, it is easy to see that the weak differentia- 
bility of fe CR is equivalent in this case to the existence of a conti- 
nuous derivative in the ordinary (point-wise) sense. So we are to 
consider those functions f e CR which have derivatives of all orders 
in the ordinary sense. The numbers M(n; t, V) defined on p. 11 
may here be replaced by the numbers 


Mn; K) =sup/f(@)), 
re€K 


K denotinga general compact subset of Rand f(z) being the ordinary 
n th derivative of f: this number corresponds to the semi-norm 


pag je sup |f(æ) (H c R, compact) 


58 R. E. EDWARDS 


and the symmetric and compact neighoourhood V of zero in R 
whenever H@V = K. Accordingly we introduce the numbers 


T(r; K)=supr’/M(n; K), 


n2i 


and we may then assert 
6° If fe CR has derivatives of all orders in the usual sense, and if 
for every compact K c R the integral 


fs log T(r: K)-drjr'==—-ea, 


then the translates of f are not independent in CR. 

In particular, if f is analytic on the real axis its translates are not 
independent. 

It is in fact the case that the hypotheses of 6° are strong enough 
to imply much more than that the translates of fare not independent 
since they ensure that &(f) is quasi-analytic over every compact 
interval of the real axis. A consequence of this is that, if f satisfies 
the hypotheses of 6°, then fe 3(f, 5) whenever the set S having a 
finite limiting point: for if » e Ab is orthogonal to J(f, S) the func- 
tion © — f«p. is zero at all points of S. If s is a limiting point of S, 
it results from successive application of Rolle’s theorem that 
o(s) =o for n—o, I, 2, ...; whence, since the class 6(f)-18 
quasi-analytic over every compact interval, © is identically zero 
throughout any such interval containing S and hence everywhere. 
This shows in particular that » is orthogonal to f, whence our 
assertion. That all this is a consequence of hypotheses designed 
merely to ensure the non-independence of translates appears to be 
due in the last analysis to the fact that convergence in the space & 
concerned (namely CR) is at least as strong as convergence uniform 
on every compact set. It seems highly likely that a different situation 
would arise if we took on the vector space CR a less fine topology 
(that defined by the simple convergence, for example). 


7. Connections with the theory of normed rings. 


It is possible in theory to use some results concerning the regu- 
larity of normed rings given in Silov (19) in such a manner as to 
derive sufficient conditions fora function feL*G to have its translates 
independent. In principle the method is applicable to an arbitrary 
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group G, but the calculations appear to be much more complicated 
when G is non-compact, and we shall illustrate the method in the 
compact case. Such results would apply in particular to the groups 
T or T” considered in Section 4, but the proofs given there are more 
direct and the results more manageable and deeper in so far as some 
account is taken of vanishing Fourier coefficients. What is more, 
results of the type of Theorem B to follow concerning the regularity 
of normed rings presuppose those results on quasi-analytic classes 
which are used directly for the study of the problem of independence 
of translates for the spaces L*T and L°R. 

The notion of regularity ofa normed ring is defined in the following 
manner. Let ‘R be a normed ring in the sense of Gelfand (that is, a 
commutative Banach algebra with unit); denote by M a typical 
maximal ideal in &, and by (9, M) the image of the element ¢ of & 
under the canonical homomorphism of ‘2 onto the complex field 
defined by M; finally. suppose the set M of all maximal ideals in ‘A 
to be topologised after the manner of Gelfand. This last means that 
we consider on M the « strong topology », characterised as the least 
fine for which all the functions (9, M) of M are continuous, or, again, 
as the topology induced on 1 as a subset of the dual space of the 
Banach space ‘R by the weak topology on the latter. R is then said 
to be regular if, given M,e MM and any neighbourhood Tzofs Me 
there exists 9 e‘R such that 


(9, M,)o, (o, M)—o if Mnon—e. 


In other words, ‘À is regular if and only if the strong topology on M 
coincides with the « weak topology » of Wallman-Stone. _ 

Silov (16) gives sufficient conditions for a normed ring having real 
generators to be regular, an element 9 of ‘R being termed real if 
(o, M) is real for every M. In view of the fact that reference (16) is 
very difficult to obtain, and for the sake of completeness, I include 
here a proof of a result similar to that of Silov, whose article has 
been available to me in the form of an abstract only. à 

Let us term « admissible » any function N(¢) (4 real), non-negative 
and measurable, having the property that there exists for every 5 > o 
a function A(t), summable over the real axis, and such that 


(yay) fN(DJA(H| dt << >; 
(ia) fhe dt satisfies H(o)— 1 and H(y) =o for || > à. 
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The emphasis here rests on the possibility of choosing N(¢) very large 
at infinity. The Corollary to Theorem A shows that we may take, for 
example, N(#)—= exp (—|¢|*) for any a < 1. Since (7. 1) is invariant 
when we replace A(t) by exp (2724). A(t) (A real), if N(¢) is admissible 
and if à >o and any real } are given, we can find a summable 
function A(é) satisfying (7. 1) and such H(1)—1 and H(y)— 0 if 
LAN Se. 

Returning to the normed ring À, suppose that À has a system 
9,(k e K) of real generators ; let M, be a maximal ideal in À, and let 
Ÿ be any given neighbourhood of M,. Since the 9, generate R, we may 
assume that © has the form 


V—{M:|(0,, M)—(0,. M,)i<8 for keJ}, 


J being a finite subset of K. We take as an hypothesis that for each 
K the function 
N,(t) = ||exp (— 2rit9,)|| 


is admissible, exp (— 2ri4,) being defined as an element of & by the 
usual power series. Since 8, is real, we shall have 


N((¢) > sup lexpf— onit.(9,, M)}|—= 1. 
MEM 


Granted this, we choose for each ke J a function h,(t), sammable 
and such that 


if N,(f)|A,(f)|dt << + 0, 
and having a transform H,(y,) such that 
H,,§ (x, HET H,(4) = 0 if 14 — (64, M,) > à. 
Consider then the element of R defined by 
o=T %, 
kEJ 
where 
ona [ ha(be at, 
the integral on the right being taken in the sense of Bochner (an 
integral of a vector-valued function). For any M, one has 
(8,, M) = [hype Gk, M) dt —H,{(8,, M)}, 


and so 


(9, M)=[] H,{(8,, M)}. 
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By choice of the functions h,(¢) we shall therefore have 
(9: M,) — Il Hy} (9x, M,){= LI LE RE 
k€J kEJ 
on the other hand, if M non- e , we have 
(x, M)—(,, M,)/>8 


for at least one keJ: for any such &, Hy} (9; M){=o, and so 
(9, M) — 0 whenever M non-€'l. This shows that R is regular, and 
we have thereby proved 


Tusorem B. — Let R be a normed ring having the 6,(k eK) as 
real generators. A sufficient condition for R to be regular is that for 
each k eK the function 

(7. 3) N,(¢) =| |exp(— 2zi 6,)]| 
be admissible. 

We shall now see how this result can be applied to the problem 
in hand. Take a compact group G and consider the problem of 
independence of translates in L°G. As will be amply clear from the 
foregoing work, the crux of the problem is to construct continuous 
functions © on G, supported by arbitrarily small pre-assigned neigh- 
bourhoods of zero in G, and having Fourier transforms as small as 
possible at infinity on G. This, as we intend to show, is equivalent 
to deciding the regularity of a class of suitably chosen normed rings 
offunctions on G. 

Take on Ga real-valued function Q(y) having the properties 


(7- 4) 
Q(x+ 2) LQ%)+Q(7) Q{Wo)=—o, ee inf Q(y) > 0. 


Denote by A = ‘Ro(G) the class of all continuous functions o(x) on 
G having a Fourier transform P(,) satisfying 


G.5) [Ielle==_f PQ) < +0: 


Thanks to the conditions (7. 4), R proves to be anormed ring under 
pointwise multiplication. Besides this, it is easy to see that the 
maximal ideals in À are in a bi-unique correspondence, x <—> M,, 
with the points x of G, M, being defined by the relations 
(9, M,)= (x) for all 9 in À. This correspondence is bi-unique 


since ‘R always contains the continuous characters of G and these 


separate the points of G. If we therefore identify (as sets) G and Nt, 
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the Gelfand topology on G is none other than the natural topology 
on G:: this follows at once from the fact that, whatever the normed 
ring R, the Gelfand topology on MW is uniquely characterised as being 
the compact Hausdorff topology on M for which all the functions 
(9, M) of M are continuous. 

As a set of real generators in ‘R —‘Ro(G) it is natural to take the 


functions 
I 


de) = Ke) + — Ea), 
O(a) — (ar) /2t — E(x) /at, 
€ ranging over G. Define therefore 
(7. 6) Noz(t)=|lexp(— 2=24,)I|o, Not) —|lexp(— 2ntl6,)]\9 


for real ¢. According to Theorem B, the conditions 


(7. 7) For each teG, No,e(4) and Nj;(t)-are admissible ensure 
that ® is regular. 

Consequently, assuming (7. 7) to be true, given any neighbour- 
hood U of zero in G, there is o in R such that 9(0) #0 and o(x) =o 
for cnon—eU. And then, if fe L*G is given, we can solve the 
equation fxf’=o for f’eL’G provided /Fe L'G(F = Hf), 
® = (+), and so surely if 

exp(— Q(y))/F(,) « L'G. 
We have therefore established the result 


Tusorem 8. — Let G be compact. Let Q(z), Nox(t) and No,(é) be 
defined as above in (7. 6), and let (7. 7) be true. Then for fe LG to 
have its translates independent in this space, it is enough that 


fiexp (— QGDYFGDF dz < + 00. 


As has been remarked before, the weakness of Theorem 8 lies in 
the fact that the sufficient condition prescribed therein is not 
compatible with the existence of any zeros of the Fourier transform 
F=3(f), whereas we know already that for GT”, the non- 
vanishing of F is not necessary for the translates of f to be inde- 
pendent. It would appear that the above method cannot be adapted 
in such a manner as to permit zeros of F since Q(,), if it is zero 
anywhere, is identically zero by virtue of (7. 4) (which condition is 
necessary to ensure that the class ‘Ro(G) shall be a ring). 
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8. — Various extensions. 


Since the several extensions to be mentioned are somewhat 
disconnected, we shall list them under separate headings. 


A. — Non-linear spans of translates. — In a brief note which 
is to appear in the Journal of the London Mathematical Society, 
I have discussed the independence problem in a modified form. 
Given a space 6, a function f e &, and a subset AcG, let us 
denote by Ab(/f, A)—=b(/, A, &) the closure in & of the set of all 
finite sums 


(8. 1) dem PS 
where : 

(8. 2) ane À 
and 

(8. 3) DAS 


À sum of the form (8. 1) with the a,, and o,, subject to (8. 2) and 
(8. 3) respectively will be termed a « mean » of the translates of f 
corresponding to the set A. I have termed the translates of f « mean- 
independent » if, whenever A is a closed subset of G with O non-< A, 
f non-e .lb( f, A). In the note already mentioned I have dealt with 
the problem of mean-independence of translates for the space 
&—L’G (G locally compact and abelian) : the solution for this 
space is complete. The only functions f e L°G whose translates are 
not mean-independent are those whose failure can be predicted a 
priori, namely those which are periodic (having for period a non- 
trivial, closed subgroup of G). Further, if G is connected, the only 
function of this space whose translates fail to be mean-independent 
is the null function. 

The problem of determining the extent of Ab(f) =Ab(f, G) also 
presents some interest. A related problem concerns the study of the 
convex span +i(/) of translates of f [defined to be the closure in & 
of the set of all finite sums (8. 1) with the a, arbitary in G and 


(8. 3) replaced by 


(8. 3’) JR le 
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Both of these problems appear to be new : in fact, I do not know 
of any literature dealing with non-linear spans of translates whatever. 
The solution of certain such problems is at hand. For a number of 
interesting spaces & (including L'G), making the restriction to real 
functions in the case of K(f). it turns out that the membership of 
a function h to K(/f)' or to AL(/f) depends solely on the behaviour 
of the quotient H/F (H= (A), F—f)) : in the case of A(f), 
for example, for hej(/), it is necessary and sufficient that H/F be 
a normalised (continuous) function of positive type on G. These 
results are not surprising when one recalls the crucial role played 
by the quotient H/F in the study of linear spans of translates. 


B. — The L’G problem for non-abelian groups. — I owe much 
of the substance to be given under this heading to Professor G. W. 
Mackey, who has very kindly granted me permission to record his 
suggestions here. 

The problem of independence of translates in L*G over an abelian 
group has a natural extension to non-abelian groups in which L*G 
is replaced by the Hilbert space # underlying some continuous 
unitary representation (4, U,) of G [the notation is that of 
Godement (17)]. The problem here is to determine those vectors 
Xe% with the property that U,,X is not in the closed vector subs- 
pace of % generated by the U,X with ee A (A a closed subset of G) 
unless x,¢ A. In particular, if we restrict ourselves to those X for 
which the U,X(x eG) generate # [so that the system (4%, U,, X) is 
a simple unitary representation of G: vide Godement (17), p. 16], 
since any such representation is uniquely determined by its « carac- 
teristic function » 


oz) = (X, U,X), 


we may view the problem as one concerning the functions of positive 
type on G. Namely: for what (continuous) functions 9 of positive 
type on G is it true that from 

a) @,, ..., tn € A, with A closed and fixed, 

b) x, fixed and non-e A, 


c) x, = —1, 4, ..., 2 arbitrary complex numbers, 
follows 
(8: 4) inf ÿ æajp(cæ; ‘) > op 
Pet RU 


It should however be observed that the assumption that the U,X 


Es ds à à à à 
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generate 46 is somewhat irrelevant a priori (and even eventually in 
some cases): in terms of the original problem, it is tantamount to 
assuming that the functions f considered have their translates 
fundamental and this, as we have seen in Section 4, is not necessary 
for the translates of f to be independent. 

When G is abelian, there is a bi-unique correspondence between 
the continuous functions 9 of positive type on G and the bounded, 
positive Radon measures vu. on G: to each 9 corresponds a unique y 
such that 


(x)= f x(x)du(z). 


In this case, (8. 4) becomes 


(8. 5) inf f 


Thus the problem can also stated thus: For each bounded positive 


du) =O: 


AX) — DIET. 162) 


i= 


measure u. on G, form the Hilbert space L(G; u) ; for which p. is il true 
that a), 6) and c) imply (8. 5)? This last inequality states that the 
function +(x,) of 7 is not a member of the closed vector subspace of 
L(G, ») generated by the functions +(x) of ,with x € A. The problem 
is thus displayed as one concerning approximation by trigonometric 
polynomials on G. In the original problem, this formulation arises 
more directly from the Parseval formula and the measures y consi- 
dered are all absolutely continuous with respect to the Haar measure 
on G: in fact, du() —|F(,)Pdz where F(y)e L'G is G(f). Within 
these limits, I had conceived this formulation of the problem prior 
to Professor Mackey's communication. 


If we denote by I(v.) = I(u, V) the infinum of 
Jia — Baad) 


for all finite sums Xz,.(t;) with the x, non-e V, our problem is to 
determine those positive y of finite total mass for which Iv, V0 
for all V.Itis almost obvious that a necessary condition 1s that p. 


shall be not too small atinfinity on G. For example, ifG—R, and if 


exp (alz)duG) < + © 


for some a > 0, then I(u, V) 0 for every V(-#G): this is easily 
demonstrated by using the Hahn-Banach theorem to show that in 
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this case we can choose the constants «, and the points x, non-e V 
such that | 
sup exp (— alx|).{1 — Za, exp (2rix,7)| 
x 


is arbitrarily small. Stronger results of the same type follow from 
the theory of qasi-analytic classes. 

It is interesting to observe that if ». and » are two positive measures 
on G of finite total mass, and if À— +», then for every V we have 


RARES if du(y). Iv, V). For 
ft — Zen. x) dx) 

= faue)f [a Yon Hos) ne) Cn) 

> Ie, V) du(é). 
In particular therefore, p.«v has the desired property whenever either 
u or y has the property and the other is not the zero measure. In 
other words, if o and ¢ are two continuous functions of positive type 
on G, a), b)and c) imply (8. 4) for the product function 9. | whenever 
this implication is valid for one of © or 4 and the other function is 
not identically zero. 

A study of the variation of I(v.) as a function of » would be of 
great interest. Although itis obvious that I(.,) > I(u) whenever p., > v. 
weakly in the dual of the dual of the space of bounded continuous 
functions on G, it is important to know whether this assertion can 
be sharpened since it is on the basis of such results that one might 
hope to study the adherence under limiting processes of the property 
of a function on G having its translates independent. 

Finally, I am indebted to Professor Mackey for the following 
suggested extension in the case of discrete groups. This extension 
consists of the passage from the case in which G is discrete and 
abelian to the case in which it is discrete and non-abelian. As we 
have seen, the problem of the independence of translates in L?G with 
G abelian is entirely equivalent to a certain problem of trigonometric 
approximation in the Hilbert space L*(G, u), u being a bounded, 
positive measure on G which is absolutely continuous with respect 
to Haar measure. When G is non-abelian and discrete (so that G is 
compact), a natural extension of this problem arises on replacing the 
characters of G by the minimal, translation-invariant, finite dimen- 
sional vector subspaces 7 of L'G ; see Mackey (18). Consequently, 
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the problem about compact abelian groups which is equivalent to our 
original problem for the space L’G, G discrete and abelian, may be 
formulated thus: Given a compact group K, for which bounded, 
absolutely continuous, posilive measures w on K is it true that the 
closed vector subspace of L*(K, u.) generated by a set © of 3’s contains 
no J's except those in ©? In discussing this, it would be natural to 
define a priori a notion of closure for the sets © (corresponding to 
that following from the topology of G in the abelian case) and then 
to discuss when the closure of © in this sense is enough to ensure 
the above property. 


C. — The degree of dependence of translates. — Ifa function 
has translates which fail to be independent, it may yet be of interest 
to ascertain some measure of the extent of this failure. In other 
words, it may be of interest to measure the degree of dependence of 
the translates of the function in question. How this is to be done is 
fairly obvious for the metrisable groups. For any number r > 0, let 
S, be the exterior of the sphere centre O and radius r; one might 
then define the degree D; of dependence of the translates of f as the 
infinum of numbers r >> such that f non-e J(f, S,). Naturally, 
there is the difficulty that a number of uniformly equivalent metrics 
may be available but, whichever one is used, the number D, will 
retain its essential property of measuring the relative degree of 
dependence of the translates of f. 

For simplicity, let us confine our attention to the group Rand the 
space L'R. It is easy to give examples of functions f for which D,1s 
0, or positive and finite, or + « : the first case corresponds to that 
in which the translates of f are independent, and the last case to that 
in which fe (f, S,) for every r > 0. Thus, examples of functions f 
with D;=0 are discussed in Section 5 ; examples of functions f with 
D,;=-+ © are easy to find. In: fact, D,—=-+ co whenever the 
Fourier transform F—#(f) is exponentially small at infinity. Finally, 
as a simple example of the intermediate case, consider the function 


__(rfor|z|<L, 
fe oelsewhere, 


L being any positive number : it is not difficult to show that D/L: 
For, to begin with, fe I(f, SL) and so D, > L. To see this, suppose 
that ve L’R is orthogonal to f (x — a) whenever |a| > L, so that 


ffe—)ye)de=o if alah 


68 R. E. EDWARDS 
This means that 
f'Ya)d=0o if ja>L. 
Putting 
ae 
(x)= fi 4(0 dt, 
we have 
((a+L)—6(a—L)=o if a>L orit a<—L. 
Taking first the case a > L, we see that 6(r-+2L)—6(a) fx >0 
and so, differentiating with respect to 2, d(æ + 2L) = (a) p.p. for 
2 >o. Since ¥ €L’, this implies d(x) — 0 p.p. for x > 0. Likewise, 
considering a —L, we see that d(x)—0o p.p. for r<o. So 
(x)= 0 p.p. so that J is orthogonal to /: this shows that fe J(f, Si), 
as asserted. On the other hand, if L’>L, fnon—eJ(f, Sr), 
whence D;-< L. To see this, note that the transform of f is 
F(y) = sin arLy/ry ; 
the function 
(x) = sin atLy/ry.sin 27(L! — L)y/ry 


is entire of exponential type 2<L’ and belongs to L’ over the real axis. 
By the Paley- Wiener theorem, ® = %(9) where 9 € L’ and is zero for 
\y| > L’; further, it is easy to see that 9 is equivalent to a continuous 
function non-vanishing at the origin. Finally, F’/ —®/FeL’ and so 
F’ = 3(f’) with f’e L’ satisfying f+ f’ =o p.p. Replacing 9 by the 
continuous function to which it is equivalent, we see that fx f(x) =o 
for |x| >L’ and f+ f’(0) 40: this proves our assertion. 

The argument just completed may be generalised so as to yield a 
method of evaluating D; which is based upon the behaviour of the 
Fourier transform F of f. We consider the class E;, of all functions 
D = (x) which satisfy the conditions 

(a) (x) is entire of exponential type and of class L* over the real 
axis ; 


(b) b/FeL?R; 
by (a) and (b), b—F.(æb/F)eL'R, and we impose finally the 
condition 
(c) [ud #0. 
Then we shall have 
D;— (1/27).inf(type of D) 
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with © ranging over E,. Of course, E, may be void in wich case the 
usual convention yields D,— + oo. This evaluation of the number 
Dis a consequence of the Paley-Wiener theorem. 

It is clear that similar definitions and results could be formu- 
lated for the groups R" and T”. For these groups, the function- 
space under consideration could also be varied within limits. For 
more general groups, it seems unlikely that any reasonable 
numerical measure of the degree of dependence of translates can be 
formulated, though this may be done if the group satisfies the first 
countability axiom by using an « écart » defining the umform 
structure of the group. At this level of generality there is at present 
no means of effecting such a numerical estimate in terms of the 
Fourier transform parallel to that based on the Paley-Wiener theorem 
and indicated above. 


D. — Relations with mean-periodicity. — Among the examples 
we have treated there appear instances of some relationship between 
mean-periodicity in the sense of Schwartz (6) and the independence 
of translates, this relationship varying greatly from one case to the 
next. Thus, for the space L*T we have seen that a function may be 
mean-periodic and simultaneously have its translates independent. 
On the other hand, for the space L*R, we have seen that these two 
properties cannot be possessed simultaneously by any function. In 
this respect, the spaces L2T” and CT" behave like L?T, whilst L*R” 
and CR" behave like L?R. For example, in CR”, a function cannot 
be mean-periodic and simultaneously have its translates independent: 
indeed, if fe CR” is mean-periodic, there is a measure » on R” 
having a compact support such that 


(8. 6) PSE f*u—0; 


consequently, if vy is a measure with a compact support ando a 
continuous function with a compact support, and if 


cope fe =o 


from (8. 6) and (8. 7) would follow +0—0 and hence, taking 
transforms, ®.M—o. Since p= 0, and since Mis an entire function, 
M can vanish on a non-dense set at most, and so D, which is also 
entire, must be identically zero. 
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Both the grouping of the various cases and the arguments employed 
show fairly clearly that it is the group G itself (rather than the 
particular function-space over G which is under consideration) 
which determines the form of the relationship between mean- 
periodicity and independence of translates : in fact, it is the dual 
group G which has direct influence. I think it would be of great 
interest to be able to make predictions on the basis of the structure 
of G. To do this would involve, I think, developing some notion of 
quasi-analyticity of functions on G and relating this notion to 
harmonic analysis, which programme would be desirable even for 
the study of independence of translates on its own account. 


E. — The class of functions &/(f). — Theorem 1 tells us that 
if the translates of fare independent, then the functions of the class 
&/(f) separate the points of G. By analogy with the theorem of 
Weierstrass-Stone, this suggests the study of connections between 
the independence of translates of f on the one hand and density 
theorems concerning the class &’¢/') on the other. Of course, the 
theorem of Weierstrass-Stone is not directly applicable to &'(f) since 
this class is not an algebra under pointwise multiplication of its 
members. Moreover, Theorem 4 shows that. even when 6—L’G 
and G is compact, a function f may have its translates independent 
without the class &/(f) being dense in the sense of compact conver- 
gence amongst all continuous functions on G. The converse assertion 
is also certainly false. 

; Nevertheless, if 6 = LG, we can link the following propositions 
in certain cases : 

(a) F—%{(f) is p. p. non-zero on En 

(6) &(f) is uniformly dense amongst all continuous functions 
which tend to zero at infinity on G. 

(c) If » is a bounded measure such that J ofadp(a) =o, then 
U — 0. 

(d) The translates of fare independent in L?G. 

In (c), foutue) denotes the integral of the bounded, continuous 


vector-valued function a—f, from G into L?G ; this integration 
process commutes with all continuous, linear operations from L?G 
into itself so that, in particular, the Fourier transform of the element 


of LG represented by this integral is none other than F(x).M(— x) 


where F = 5(f) and M= F(z). 
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It is almost immediate that (b) and (c) are equivalent. In fact, by 
the last remark we have for any f" « & 


<a ae du(a), f >= [,9@) du(a) 


where o(a)— < f,, f > belongs to &/(f). Also, every member of 
&’(f) belongs to the Banach space C,G formed of all continuous 
functions on G which tend to zero at infinity. Finally, the general 
continuous linear functional on C,G has the form 


ÿ— (y(x)d(x)  (allye CG), 


y being a certain bounded Radon measure on G fixed by the functional 
in question. Piecing these facts together, and using the Hahn-Banach 
theorem, yields the postulated equivalence. 

The implication (a) —(c) follows at once from the closing remark 
of the last paragraph but one. 

The relationship between (a) and (d) is more complicated and 
depends to begin with on G. For example, (d) = (a) if G is discrete 
(Theorem 3) or if G—R (remarks following Theorem 6), but the 
implication is not valid if G—T (Theorem 4). 

We know that (a) (4) ; as regards the converse, itis easy to show 
atany rate that if Fo on a non-void open set (modulo null sets), 
then (c), and hence also (6), is false. To see this, observe first of 
all that for any fixed character 7, the classes &’(f) and 6(y, .f) are 
together dense in C,G or not. Hence, if F vanishes on a non-void 
open set, we may assume (by replacing f by a function of the form 
y, -.f if necessary) that F— 0 on a symetric neighbourhood U of zero 
in G. We can then take a compact and symmetric neighbourhood V of 
zero such that Ve Vc Ü, let R(z) be the characteristic function of V, 
and consider the function M(y) = R + R(x). M(x) is continuous, $40, 
of positive type, and vanishes outside U. Consequently, M(z) is the 
Fourier transform a bounded, positive measure y. on G, and from 


F(,).M(— x) =o p-p. follows 
if fdu(a) = 0. 


Since » £0, this shows that (c) is false. 
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ré 6. 


FAMILLES FONDAMENTALES. NOYAUX ASSOCIÉS 
par Jacques DENY (à Strasbourg). 


La considération des moyennes sphériques joue un rôle essentiel 
dans la théorie du potentiel newtonien et des fonctions harmo- 
niques ; or la fonction f(x), valeur moyenne de la fonction f(') sur 
la sphère de centre x et de rayon r, peut s'écrire f+5,(x) produit 
de composition de f par la mesure 5,, distribution homogène de la 
masse — 1 sur la sphère de centre o et de rayon r. 

Examinons d'un peu près les relations entre cette famille de 
mesures 5, (avec r>o) et le noyau newtonien KG)=te = 
(dans l'espace euclidien R” avec m>2). La valeur moyenne 
K,(z)—K+5,(x) vaut |xP~™ si |x| >r et r°~™ si rl r; d'où ces 
deux propriétés : 

1° quelle que soit c, la fonction K(x) — Kx5,(x) est > 0, Seo et 
nulle hors d'un compact ; 

2° quel que soit le voisinage V de l'origine o, il existe une 5, 
telle que K(x)— K+5,(x) — 0 hors de V. 

Bien entendu toute fonction de la forme h|xf"—+ H(A=— constante 
~o, H—fonction harmonique) satisfait également à ces deux 
conditions 1° et 2° (rappelons en passant que les fonctions harmo- 
niques positives sont constantes); mais on peut montrer que Leics 
est, à un facteur >o près. la seule fonction > 0 semi-continue 
inférieurement vérifiant ces deux conditions et la suivante : 

3° lim K«o?(a) =o quelle que soit 5, (ici, comme dans toute la 
suite, y? désigne le produit de composition de p mesures identiques 
à p). oe 
Il existe d’autres familles de mesures positives associées a une 
fonction K(x) par les conditions 1°-3°; voici un exemple extréme- 
ment simple : K(æ)—exp(— ax|) dans R'(a>0); 5.—mesure 
constituée par deux masses égales à 1 /2 char, placées aux points 


() Si on suppose f sommable sur tout compact, f,(x) est définie presque partout. 


74 JACQUES DENY 


+-r et —r. Cette fois-ci la fonction >o continue la plus générale 
satisfaisant aux conditions 1° et 2° est 
h exp (— aa|) + k exp (— ax) +-K’ exp (— ax)(h=>0; k, k' >o); 

pour qu'une telle fonction satisfasse également à 3° il faut et il suffit 
que k—k'— 0 (observons que k exp (ar)-++-k’ exp(—ar), solution 
de a’y—y"=0, peut être dite harmonique pour le noyau 
exp(—az|), qui est à un facteur près la solution élémentaire de 
cette équation différentielle). 

Plus généralement il est montré dans [5] que pour tout noyau 
K(x) d’une théorie du potentiel, satisfaisant à diverses hypothèses de 
régularité, l'existence d’un « principe du maximum » est équivalente 
à celle d’une famille de mesures > o attachées à K(x) par les condi- 
tions 1° et 2° (une telle famille est mise en évidence par M. Riesz 
dans le cas du noyau d'ordre x, avec o< «<2; voir [8]) et il serait 
facile de voir que la condition 3° est également vérifiée. 

De telles familles seront appelées fondamentales ; nous sommes 
tout naturellement conduits aux définitions suivantes (nous nous 
placerons désormais dans un groupe abélien localement compact G, 
donné une fois pour toutes) : 


Dérinirion 1. — Nous appellerons famille fondamentale tout 
ensemble (=) de mesures 5 >0o auquel on peut associer une mesure 
4 >0, appelée base de (©), de façon que soient vérifiés les axiomes 
suivants : 

(S,): x*5 a un sens pour toute cé(2); #— »*o est >0, non nulle 
et à support compact. 

(S,) A tout voisinage V de l'origine o de G on peut faire correspondre 
une o€(X) telle que le support de 4 — xx6 soit contenu dans V. 


Dérinition 2. — Toute mesure réelle U, telle que Uxc ait un sens 
pour toute o€(X) et soit <U (resp. =U) sera dite surharmonique 
(resp. harmonique) pour la famille (2) (°). 

Si x est une base de (2), hx est évidemment une base quel que 
soit h >o, mais il peut en exister bien d’autres. Par contre nous 
verrons qu'il existe une base, et une seule à un facteur > o près, 
telle qu'on ait en outre : 

(S,) Pour toute 5&(E), xx5° > 0 vaguement (pour p>). 

Une telle base sera dite noyau associé à (Z). Si K est un noyau 


(?) On verra des exemples très simples de familles fondamentales par rapport auxquelles 
il existe des mesures harmoniques qui ne sont pas des fonctions (c’est-à-dire qui ne sont 
pas de la forme f(x) dx, où dx est la mesure invariante sur G); voir § 13. 


satres 
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associé, la base de (>) la plus générale est x — AK LH, où A est 
une constante >o et H une mesure harmonique > o quelconque. 

Les familles fondamentales sont introduites en toute généralité 
dans [7] (sous le nom de familles (2), et avec la restriction 


di 1 à mais On y suppose a priori l'existence d’un noyau associé 


(c'est-à-dire d'une base pour laquelle la condition (S,) est satisfaite) ; 
elles y sont étudiées surtout dans un cas très particulier (*), en vue 
de construire une classe de noyaux pour lesquels il existe un théo- 
rème du balayage. 

Dans cet article nous avons un double but : tout d’abord faire une 
étude précise de ces familles fondamentales, des noyaux associés, 
des mesures harmoniques et surharmoniques (nous établirons 
notamment un théorème de décomposition du type de F. Riesz par 
une méthode qui semble nouvelle, même dans le cas newtonien) ; 
d'autre part améliorer les résultats de [7] concernant le problème du 
balayage ; donnons quelques renseignements comparatifs : 


Dérinition 3. — Une mesure K > 0 étant donnée, nous dirons que 
le balayage est possible pour le noyau K si, à toute mesure » 20 à 
support compact, et à tout ouvert borné w(‘), on peut associer une 
y! >o portée par l'adhérenee » el telle que : 

(B,) Kev’ <Kep. 

(B,) K*v’=Ke«u dans © (les restrictions à & de Kxu/ et Key 
coincident). 

Nous verrons que le balayage est possible pour tout élément de la 
classe (K,) des noyaux associés, c'est-à-dire pour tous les noyaux 
associés aux diverses familles fondamentales (*); en particulier pour 
la sous-classe (K,) : 


Dérinition 4. — Nous appellerons classe élémentaire et nous dési- 
gnerons par (K,) l'ensemble des noyaux de la forme : 


RATE 


n=0 


(3) Celui d’une famille fondamentale constituée par une seule mesure 5, de masse totale 
Sie 

(+) C'est-à-dire d’adhérence compacte. 4 } 

(®) Pour ces noyaux on peut lever certaines restrictions (4 à support compact an 
w borné) et définir canoniquement la balayée sur tout ouvert de toute p 20 sai e 


« potentiel » K*u est défini. : ae 
€) On a posé of = ¢, mesure de Dirac (constituée par la masse + 1 à l’origine)- La 


” définition de (K.) se trouve dans [7], avec la restriction: | do 1. 
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où a est une constante >o quelconque, el « une mesure >O quel- 
conque (telle que la série ci-dessus soit vaguement convergente). 

Or nous montrerons d’une part que l’ensemble des noyaux pour 
lesquels le balayage est possible (selon la définition 3) est fermé pour 
la topologie vague ; d'autre part que (K,) est partout dense dans (K,). 
L’adhérence vague de (K,) fournit donc une classe très vaste et très 
simple de noyaux pour lesquels le balayage est possible. Ces noyaux 
ne sont pas nécessairement de type positif (ni même symétriques) 
comme ceux qu'on considère habituellement en théorie du potentiel. 

Voici en quoi consiste essentiellement le progrès sur [7]: 1°) dans 
la définition du balayage on imposait en outre une condition 
(B,) fae < fay, ce qui simplifiait la démonstration du théoréme 
de fermeture mais excluait a priori certains noyaux ; 2°) la possibilité 
du balayage (avec cette définition plus restrictive) n’était établie que 
pour la sous-classe de (K,) constituée par les noyaux construits à 
partir d’une 6 symétrique et de masse totale < 1 (°). 

Pour obtenir cette seconde extension, une méthode utilisant les 
bornes inférieures d’ensembles de mesures surharmoniques(*) rem- 
placera avantageusement des considérations plus ou moins délicates 
sur la notion d'énergie. 

Signalons ici que la lecture de cet article ne suppose aucune 
connaissance préalable de la Théorie du Potentiel (°) : les démons- 
trations font seulement appel aux propriétés fondamentales de la 
topologie vague sur l’ensemble des mesures de Radon positives, 


définies dans G("°). 


1. — Préliminaires. 


Nous nous sommes placés dans un groupe abélien localement 
compact G ; C*(G) désignera l’ensemble des fonctions continues 
> 0, à support compact (nulles hors d’un compact); M l’ensemble 
des mesures de Radon > o sur G (ensemble des formes linéaires > o 


sur C*(G)), muni de la topologie vague ; rappelons qu'une base de 


(7) Cet ensemble est appelé dans [7] la classe restreinte et noté (Kr). 

(8) C’est au fond la méthode des « familles de Perron », utilisées systématiquement en 
théorie newtonienne par M. Brelot ; les paragraphes 8 ct 10 de ce travail sont d’ailleurs 
inspirés par [2]. 

(°) Si, au cours du texte, quelques renvois sont faits à des articles spécialisés, c’est 
uniquement pour en comparer les résultats avec les nôtres. 

(1°) Presque tous les résultats auxquels on fera appel se trouvent dans [1], chap. 1, et 


dans [4], §§ I et IL. 


PU PT Te) 
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voisinage d'une y EN est constituée par les ensembles V(/., ..., f,, A) 
de mesures LE satisfaisant à [u(f) —u (FN h(f,, ..., fael"(G), 
hk— constante > 0). 

Nous envisagerons constamment des produits de composition de 
mesures à support non compact. Lorsqu'il s’agit de mesures > 0, 
un tel produit, s'il a un sens, est associatif et distributif. Sid, pe, » 
sont des mesures réelles quelconques, \*u.*» ( a un sens » si X, pL, Y 
peuvent s écrire respectivement A, —,, pu, — py, 7, —Y, (Air Uys Ye => 0), 
chacun des };+u,+v, ayant un sens. Un tel produit est alors associatif 
et distributif, mais, lorsqu’on utilisera les opérations d’algébre 
correspondantes, il faudra bien prendre garde 4 ne pas mettre les 
mesures données sous une forme telle que certains des ),;*p,*», n’aient 
pas de sens. 

Nous ferons un fréquent usage de trois lemmes simples concernant 
le produit de composition de mesures de MM: 


Lemme A. — Soient 3, p, v trois mesures >0 convergeant 
vaguement (suivant un même filtre #) vers les mesures respectives i,, 
Ba AE Àk*u a un sens et est majoré par », A, *U-, @ un sens et est 
majoré par »,. 

Démonstration sommaire : soit feC*(G); posons 


Fue) = [fle+yy),  RK@=Sffle+ydedy) 
il s’agit de montrer que f Fa, < |. fa,- 


Or la fonction continue F,(x) converge vers F(x) uniformément 
sur tout compact; on a donc, quelle que soit geC*(G), g < 1: 


—}h 1 F,di=h dv — | fd,; 
J F.gdh, lim fFygd?. < im f . im {fd— f fdr, 
d’où le résultat, car fFd?, = sup f F.gd(geC", g<1). 


Lemme B. — Soient {2,} et fun! deux suites monotones (toutes 
deux croissantes ou décroissantes) convergeant vaguement vers À, et 
u, respectivement; St An*{Un @ UN sens et est majoré par une mesure 
fixe, 2,*p,a un sens et est limite vague de An* Lene 

Il résulte des hypothéses que {hat vn} est monotone et converge 
vaguement vers une mesure « eee d'après le lemme À why *y à un 
sens et est majorée par *; évidemment si les suites sont pagel 
Dy * yy > Ant en d'OÙ AU D% d’où le résultat. Si elles sont décrois- 
santes, il suffit de considérer À, =, — nr En Fr 
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Remarque. — Le lemme B est encore valable si on remplace les 
suites monotones par des ordonnés filtrants. 
Lemme C. — Soit cM un ensemble compact (pour la topologie 


vague) de mesures positives, ne contenant pas oO (la mesure nulle); à 
toute ve associons une ve telle que pxy ait un sens; alors, si 
l'ensemble des w+v est relativement compact, il en est de méme de 
l’ensemble des v. 

Soit en effet G un compact de G; l’ensemble des mesures 
wwe (ue, xeC)(''), est compact et ne contient pas la mesure 
nulle o; il ne contient donc aucun élément d’un voisinage de o, et 
par conséquent il existe une feC*(G) telle que : 


pee (f) 1, c'est-à-dire +f(æ) > 1 


pour toute ue.b et tout xe. 

Soit alors 9€C*(G), m= sup 9(x)(xeG); soit C le support (compact) 
de © et soit f associée comme il vient d’être vu à.Let C; on a évi- 
demment o(x) < mu.«f(x) partout, d'où : 


fod <m fs fd = muxv(f), 


quantité uniformément bornée (quelle que soit e.b) puisque fee*(G) 
et que l’ensemble des u+Y est relativement compact par hypothése, 
donc vaguement borné("”). [ody est donc uniformément borné, et 
par suite l’ensemble des » est relativement compact. 


Cas particulier. Soit x une mesure > o diflérente de la mesure 
nulle ; soit & € M un ensemble de mesures » > o telles que x*y. ait 
un sens; si l’ensemble des x+1 est relativement compact, il en est 
de méme de &. 


2. —- Propriétés élémentaires des mesures surharmoniques. 


Les mesures surharmoniques et harmoniques par rapport à une 
famille fondamentale donnée (2) jouissent des propriétés suivantes, 


(1) (2 = mesure symétrique de |: (par rapport à l'élément-origine de G); €? = mesure 
constituée par la masse + 1 placée au point — x ; f(x) = f(— «). 

(?) Pour qu’un ensemble & de mesures y => 0 soit relativement compact, il faut et il 
suffit qu'il soit vaguement borné, c’est-à-dire que, pour toute q EC+*(G), on ait: 


sup fs dul =< "co. 
HES 


SA 
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qui sont des conséquences immédiates des définitions 1 et 2 de 
l'introduction : 

a) La mesure nulle est harmonique. Pour que toute constante soit 
harmonique, il faut et il suffit que fds— 1 pour toute ce(S); pour 
que toute constante >0 soit surharmonique, il faut et il suffit que 
f&< 1 pour toute c€(d) ("*). 


b) Si U et V sont surharmoniques, aU +-bV est surharmonique 
quelles que soient les constantes a et b => 0; même énoncé pour des 
mesures harmoniques a et b étant des constantes quelconques. 

c) Toute limite vague de mesures surharmoniques > o est surhar- 
monique. Cela résulte du lemme A. 

d) Soient U surharmonique (harmonique) > 0, etu >0; si Uru. 
a un sens, c'est une mesure surharmonique (harmonique). 

Il est clair que toute base x de (©) est surharmonique ; un produit 
de composition tel que z%*u(v.>0), s’il a un sens, est donc sur- 
harmonique. 

e) La borne inférieure U d'une famille quelconque (‘\l) de mesures 
surharmoniques réelles bornées inférieurement est surharmonique 
pourvu que Uxc ait un sens pour toute c€(~). 

Pour qu'il en soit ainsi il faut et il suffit que (U) admette une 
minorante surharmonique, ce qui a lieu notamment dans les deux 
cas suivants : 

1° (UL) est finie("*). 


2° (‘U) est constituée par des mesures > 0. 


3. — Mesure positive associée à une mesure surharmonique. 


Soit « un élément de la famille fondamentale donnée (5), de base x ; 
nous utiliserons les notations suivantes : 

a, est le nombre > o tel que la mesure 2 0 à support compact 
2, —= a (e—5)+x ait pour masse totale 1; l'existence de a, est assurée 
par la condition (S,) de la définition 1. On verra plus loin comment 
a, et z, dépendent de la base choisie x (corollaire & du théorème 6). 


(13) La constante a est identifiée ici avec la mesure adx, où div est la mesure invariante 


sur G. : : 

es Il suffit de montrer que si U*o et V*o ont un sens CR Ns mesures réclles), Wo 
aun sens (w= inf (U, V)) ;or W=(U+ V—|U— ul )/2, et les produits (U +- V)xo, 
(U — V)*o,|U — V}*c ont un sens (| U — V|= variation totale de U — V). 
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Posons : D, —as(s— 65); on peut définir aimsi les mesures sur- 
harmoniques (harmoniques) : ce sont les mesures U telles que D,«U 
ait un sens et soit >> o (resp. —0o) pour toute 5e(>). 

En particulier: D,*x—=«,. 

Posons encore : 


Ko) — J Naw 
a 


(avec la convention c’ —«); ona: 


DES om eh 

(1) DxKP—e— 0 

(2) a, * KP) — x — xx 06P. 

La suite des mesures +6? est décroissante ; elle admet donc une 


limite vague qu'on appellera provisoirement 0,: 


eo, = lim L* GP. 
Pp 


Nous allons montrer maintenant qu’a toute mesure surharmonique 
réelle U on peut associer canoniquement une mesure positive, comme 
il est bien connu en théorie newtonienne (ou cette mesure est parfois 
désignée sous le nom de « masses associées à U »). 


Tutorime 1. — Soit une mesure surharmonique réelle U; posons 
uw, — D,*U; il existe une mesure y > 0 et une seule telle que 


) flames e coast HL À 
eg 7 ? 


pour toute c€(X); x sera dite mesure associée a U (pour la base x). 
Soient en effet « et o’e(2). Le produit de composition 


D,+D,*x=a,(e — 5)xa (e —o’)*x 


a un sens (puisque #+*6, x*o' et x*6*6 ont un sens). En utilisant 
l'associativité il vient, d’après D'xx— «a, et D) «x= x, : 


a *D. =a," Bee 


Comme D,*«U, D,*U ont un sens, et que +, et o, sont à support 
compact, on peut composer les deux membres de cette relation 
avec U; l’associativité des produits ainsi obtenus donne : 


ARMES Oe 
Le Bo = XXe 


Prenons alors pour 5’ une mesure 5, associée au voisinage compact v 
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de o, origine de G (voir la définition de (S,)). Il résulte de la rela- 

tion ci-dessus que, lorsqu'on fait « tendre » v vers o, Ug converge 

vaguemement (suivant le filtre des sections) vers une certaine 
ee 15 x as 

mesure (°) et on a à la limite (car +, —e, et on peut le supposer 

porté par un compact fixe) 


22 SS? 
Xe U. Ug: 


Il reste à vérifier qu une telle ». est unique ; or s’il existait deux 
telles mesures » et »’, on aurait %a,*u—%,*u d'où, à lalimite, 
/ 


U—— UW. 
‘ \ 


Remarques: a) La mesure y associée à U semble dépendre de la 
base x; on verra plus loin (§ 6) qu'elle est unique à un facteur > o 
près. 

b) Pour qu’une mesure surharmonique réelle soit harmonique, il 
faut et il suffit que sa mesure associée soit nulle. C'est évident. 

c) La mesure associée à x este; plus généralement, st xx a un sens 
(uv. > 0), la mesure associée est v.. Cela résulte de D,*4—7,. 

d) Soient + une mesure >o et 6 un nombre >o tels que 
B—b(e —t)«z soit > 0, à support compact et de masse totale 1 ; si 
U est surharmonique, U++ a un sens et b(¢ —t)*U=px6. 

En effet la méthode suivie pour établir le théorème 1 montre que, 
pour toute se(2), ona: 


a,*b(e —t)=£*D,; 


comme D,+U a un sens et que 2, et & sont à support compact, 
(z,*7)*U a un sens, donc z*U a un sens. Les produits obtenus en 
composant avec U les deux membres de la relation précédente sont 
donc associatifs ; il en résulte : ,«b(e—t)*U=(*a,*y, d'où la 
relation à démontrer (en faisant ~, — +). 

Nous avons ainsi établi le résultat suivant: soit (Ÿ’) la famille 
obtenue en ajoutant à (©) un ensemble quelconque de mesures t >0 
telles que x — x*7 soit >0, 0 et à support compact: (=) est une 
famille fondamentale (elle satisfait évidemment aux conditions (S,) 
et (S,) avec la base z); foule mesure harmonique (suphaemonigae) 
par rapport à (=) est harmonique (surharmonique) par rapport à (5% 


(15) En effet, lorsque v « tend » vers l’origine, a, * Ur, converge (vers u,); donc Uo, (9) 


converge pour toute g de la forme f*a,, où fEE*(G); or cesg sont poe denses dans 
(+(G), d’où le résultat, qui peul également s’obtenir simplement à l’aide du lemme C 


(dans le cas particulier signalé à la fin du § 1). 


82 JACQUES DENY 


la réciproque est d’ailleurs évidente ; deux telles familles fondamen- 
tales seront dites équivalentes ; nous y reviendrons au $ 7. 


Voici maintenant un résultat utile concernant la mesure associée 
à une mesure surharmonique : 


Lemme. — Soit U une mesure surharmonique réelle, de mesure 
associée ».; si U admet une minorante harmonique (en particulier si 
U >0o), Ux? converge vaguement ('*) quelle soit s€(~), et on a: 

(3) (x —p,)*u = UÙ— im Ux+6?. 

p 

La première partie est évidente: en effet si U >H (H harmo- 
nique), on a Uxc? > Hxo— TH; la suite U*c? est décroissante et 
majore une mesure fixe; elle est donc vaguement convergente. 

Pour établir la relation (3), composons avec U les deux membres 
de (1), Le produit D, + K®*U a un sens (car tous les Uxe" ont un 
sens); on a donc: 

ue * Kies U — Use, 


où v,— D, +U. Il vient alors, d’après le théorème 1 et la relation (2) : 
U—Ur? — KP) + (xx a (Ko) %,)*U. — (% — x*oP)*u., 


Comme la suite de 2*6/} est croissante et converge vaguement 
vers z— o, (par définition de o,), que d’autre part (4— x+6)*u est 
majorée par la mesure fixe U — H, il résulte du lemme B que ce 
dernier produit de composition converge vaguement vers (z — p,) *u., 
d'où le résultat. 


4. — Noyaux associés à une famille fondamentale. 


Soit (2) une famille fondamentale donnée, de base x, Le résultat 
suivant est capital pour notre objet : 


THÉORÈME 2. — x peut se mettre d’une façon et d’une seule sous la 
forme x —K +6, où ¢ est harmonique 0, K > 0, et K*æ > 0 


+ si ae 
(15) La convergence vague concerne en principe les mesures >; mais il est naturel 

‘ P ; ; 
de dire qu’une u. réelle, majorant une a réelle fire, converge vaguement vers yy si la 
mesure positive  — a converge vaguement vers ¥)— a; pour cela il faut et il suffit que 


u(/) > oC) pour toute fe € +(G). 
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vaguement pour toute c&(X). On a d'ailleurs e — lim +0 quelle que 
soit 5€(©). K sera appelé noyau associé à (2) pour la base x. 

Ce théorème résultera d’une étude précise de la mesure 
03 = limzx6 ; nous allons montrer successivement : 

1° p, est surharmonique. Cela résulte des propriétés c etd du § 2, 
car o, est limite vague de la mesure surharmonique 4*6?. 

2° p,*s—p,. En effet on peut appliquer la relation (3) à la mesure 
surharmonique æ+5, qui est >o et a pour mesure associée 5; il 
vient : 


(% — p,)*o = 2x0 — lim vx = x*6— 9p, 
p 

d’où le résultat. Bien entendu on en déduit: 9,*o"—p, pour tout 
DO. 

3° o, est harmonique. Appliquons maintenant la relation (3) à la 
mesure surharmonique positive p,; si est sa mesure associée, 
il vient: 

(% — Pg)* p= pe — lim px = 0; 
P 


mais x — 9, est > 0 et non nulle (puisque >~—x*s, =£ o d’après 
(S,)); donc »—0, et », est bien harmonique. 

h° 9, est indépendant de 5. Soient en effet 5 et o’€(%), 9, et p cor- 
respondants ; ces dernières mesures sont harmoniques, donc: 


—— 1q EU 
Ps = Po*9 Lx 6P x 0 


quels que soient p et q > 0. Faisons g— 00; la suite {xxc1} étant 
décroissante, il vient, d’après le lemme B : 


p, < lim (%+0'7) «a? =p, #0? = pr. 
q 


Bien entendu, on démontrerait de même 0, <p,, d'où finalement 
Pa = Pa” 

A l'avenir nous pourrons donc désigner par ¢ la mesure harmo- 
nique p, qui ne dépend pas de 5. La démonstration du théorème 2 
est maintenant immédiate : posons en effet K—»x—,; K est une 
mesure >> o (d’ailleurs non nulle) et on a 


K +0? = 2* 6? — pxaP — xx — Pa Oe 
Il reste à montrer que la décomposition de l'énoncé est unique; or 
si on avait K' +, —K + avec ¢’ harmonique et lim K’x6?=— 0, il 
Us . Q ee = 2 
viendrait, en composant avec 6? et faisant p— oo :e—p, d'où fina 
lement K — K’. 
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Remarques. — a) K est surharmonique ; sa mesure associée (pour 
la base ») est €; c'est évident. 

b) K est une base de (£). Parmi les bases x de (2), les noyaux 
associés sont caractérisés par lima*c?—o. La définition suivante 
est donc équivalente à la définition 1 : 


Dérinirion 1”: une famille fondamentale est un ensemble (=) de 
mesures 6 > o auquel on peul associer une mesure K > 0, appelée noyau 
associé à (2), de façon que soient vérifiées les conditions (S,), (S,) et(S,). 

On verra d’ailleurs (théorème 6) qu'un tel noyau est unique, à 
un facteur >o près; l’ensemble des noyaux associés aux diverses 
familles fondamentales sera désigné par (K,). 

c) K est la plus petite mesure > 0 telle que :—K soil harmonique. 
Soit en effet K’ avec o< K/—:— 9’, 9’ étant harmonique; on a: 
0 <K’'«oP =x«o—9’, d’où, pour p>o, o<p—~¢’; finalement ; 
K’=z— op S>zx—p—K. 

d) Soit t une mesure > 0 telle que 4 — +7 soit >0, #0, et à 
support compact; alors: limKx+7?—0o. Considérons en effet la 


. It + ~ . = 
famille fondamentale (X’) obtenue en adjoignant + à (~) (voir § 3, 
remarque d); d’après le théorème 2, le noyau K’ associé à (©) pour 
la base x est x — limz+67, où o’ est un élément quelconque de {~’) ; 


P : . : 
en prenant o’ dans (=), on en déduit K’—K, et en faisant & —7 il 
vient lim K «7? =o. 


5. — Théorème de décomposition. Potentiels. 


Soient une famille fondamentale (2) de base x, et K le noyau 
associé correspondant. 


a 


Tutorime 3. — Toute mesure surharmonique réelle U admettant 
une minorante harmonique peut s’écrire d'une façon et d’une seule : 
U=Keu+H, 


où I est harmonique et p > 0; u n'est aulre que la mesure associée à 
U, et H— lim U*o? quelle que soit c€(>). 


p 

Soit en effet » la mesure associée à U; la relation (3) du para- 
graphe 3 s'applique à U; elle donne, en remplaçant + — pe par K et 
posant lim U «a? — II (pour une 6 arbitraire de &)) : 


K*v.—U—H. 


Ce - , 


classique, admettant une minorante harmonique, est presque partou 
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IL est harmonique : en effet, en composant Jes deux membres avec 
D,, il vient : 

D,*(U a H) = D, * Keu re a * 
(l'associativité de D,*Kxu a déjà été utilisée § 3, remarque b). Mais 
D,«U=y»,—=2,*u (théorème 1). Finalement le produit D,*«H se 
trouve avoir un sens et être nul, d'où le résultat. 

L’unicité d'une telle décomposition est évidente: si en effet 
K+u + H= Keu’-+ H’, avec y >0 et H’ harmonique, il vient, en 
composant avec D,: 2,*u—=x,*v pour toute oe(E), d’où =u! et 
AH: 

Le produit de composition du noyau K par une mesure y quel- 
conque, s'il a un sens, sera appelé potentiel ( par rapport au noyau K) 
engendré par la mesure y. Toute mesure surharmonique admet- 
tant une minorante harmonique est donc la somme d'une mesure 
harmonique et du potentiel engendré par une mesure >0. On 
reconnaît, dans le cas newtonien, un énoncé classique de 
F. Riesz("). 

Notons ici deux propriétés immédiates des potentiels par rapport 
à un noyau associé à une famille fondamentale : 

a) Tout potentiel K+u(u=>o) est surharmonique et sa mesure 
associée est v. (voir § 3, remarque b). Pour qu'un tel potentiel soit 
harmonique, il faut et il suffit que p» =o. 

b) Si Kep—= Key (u ety réelles), p—». Sisety Do, cela résulte 
de l’unicité de la décomposition du théorème 3; dans le cas général 
(u— 2 — y, y—%—), on à 

K+(2+7)—Kx(u+%), d’où ov, 
d'où finalement ».—=yv. Ce résultat simple mais important est bien 


connu en théorie newtonienne sous le nom d’unicité des masses 


engendrant un potentiel donné. 
Nous allons maintenant tirer les premières conséquences du 


théorème 3 : 


Tutéorime 4. — Toute mesure surharmonique > 0 majorée par un 
otentiel est un potentiel, le potentiel engendré par la mesure associée. 
En effet la mesure donnée U est de la forme U=—=K*u.+ H, 


qu’une fonction surharmonique au sens 
tla somme d’un poten- 
ilement le résultat plus précis 


(17) En réalité nous avons seulement montré 


tiel newtonien et d’une fonction harmonique ; on en déduit fac 
de F. Ricsz en « régularisant » par des médiations sphériques. 
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où p est la mesure associée à U et H—lim U+57 est harmonique 
> o. D'autre part U < Key, et la mesure » peut être supposée > 0, 
donc H< K+» et H—Hxco < K+v+5? quelle que soit ce(E). Si on 
fait alors p— 0 il vient lim K*v«o? =o (d’après le lemme B, car 
1 K xo? } est décroissante et — 0 vaguement) ; dou Ho. 


CorozLaire : La borne inférieure de deux potentiels engendrés par 
des mesures > o est un potentiel de même nature. Autrement dit, si 
K*) et K+w ont un sens (A et » >0), il existe une v > 0 telle que 
K«v — inf (K+2, Kx«u.). 

Remarque : si la mesure réelle U est un potentiel, sa variation totale|U| 
est un potentiel('*). En effet U est de la forme K +1 —Keu(Q, » > 0); 
soit v telle que Kx» inf (K+), K*u); ona: 


sup (K*i, K*u.) = K(,A+4—¥), 
d’ou: [U|— sup (K +}, K *u) — inf (K+), K+u)—K+x(i+ vu. — 2»). 
De même U* = K«(i— v) et UT —Kx+(7— 7) sont des potentiels. 

Tutorime 5. — Pour que les noyaux associés à une famille fonda- 
mentale (=) soient de masse totale finie, il faut et il suffit que la masse 
totale de toute se(E) soit strictement < 1 ("*). 

Nécessité : si [ak <0, toute constante C > o est le potentiel 
engendré par une mesure >o (la mesure de densité constante 
C/f dK); C est done surharmonique, mais non harmonique (voir 
la propriété a qui suit le théorème 3) ; on a donc fas <1 pour toute 
€(Z) (voir § 2, a). 

Suffisance : si [as < 1 pour toute ce(Z), toute constante C > o est 
surharmonique, donc de la forme C = K*«u+-H, où H=lim C+6? 
quelle que soit c€(). Si une des c est de masse totale strictement 
<1, ona: H=limC«o? —o (car Cxc est la mesure de densité 
C fda? = C( fs) ), et par conséquent C est un potentiel Kxu(u =£ o). 
Toute mesure déduite de par translation engendre évidemment le 


même potentiel C, donc (unicité des « masses » engendrant un 
potentiel donné) w est invariante par translation; c'est donc une 


mesure à densité constante + o,etcomme Ku. aun sens, Jak or 
(8) Résultat mis en évidence par M. Brelot ([3]) dans le cas newtonien. 


('9) Ge résultat m'a été communiqué personnellement par M. H. Cartan, dans le cas 
des familles fondamentales étudiées dans [5]. 


ee 7 
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Remarques. — a) Il résulte de la seconde partie de la démons- 
tration que si fds L1 pour toute se(È), on a soit [do < | pour 
toute 5, soit [ds = 1 pour toute o (et toute constante >o est un 
potentiel dans le premier cas, une mesure harmonique dans le second). 
Mais on peut donner un énoncé plus général: étant donnée une 
famille fondamentale (=), le nombre 1 —[‘do (qui est fini ou éven- 


tuellement — — o) a le méme signe pour toute oe(=). 
Cela résulte très simplement de la relation fondamentale 
a,*D,; =o * D: 
point de départ de la démonstration du théorème 1 : elle s’écrit 
a (E —— a’)* t= a (E — G)*2, : 


comme x. et x, sont >o et à support compact, et que 5 et 5’ sont 


>o, les masses totales des deux membres sont bien déterminées 
(finies ou — — oo); leurs signes sont ceux de 1 — [de et 1 — f de! 
respectivement, d'où le résultat. 
b) SiG est un groupe compact, ona [do <1 pour toute se(). En 
effet toute mesure est de masse totale finie, et fak< entraîne 
ds < 1 (théorème 5). Dans un tel groupe il n'existe évidemment 


aucune mesure harmonique, à l'exception de la mesure nulle. 


un facteur positif près du noyau associé 


6. — Unicité à 
à une famille fondamentale. 
Tuéonème 6. — Soient x et x deux bases d’une famille fonda- 
mentale (2) donnée ; les noyaux carrespondants K et K’ sont 
proportionnels. 


. TE 
En effet x et x’ sont surharmoniques. La mesure associée à pour 
= Br. Sine RUE 
la base x est ¢; soit u >0 la mesure associée à * pour la base x; 
x , x = V)- 
d’après le théorème 3 on a, quelle que soit c€(~) : 


gh Kspernlimn tats 
x! = K’ + lim x xp, 
P 
/ 
« . la x x est 
d'où K’=Kep. Mais D,*% = %5*¥- (théoreme 1) et comme 


une base on peut choisir s de façon que D ,+* soit portée par un 
voisinage « arbitrairement petit » de l’origine. Il en résulte que y. est 
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portée par l'origine, donc est de la forme » = he(h > 0). D'où fina- 
lement K’— AK. 


Corottaires. a) Si K est un noyau associé à une famille fonda- 
mentale, la base la plus générale est x = hK 4-H, où h est une constante 
> o et H une mesure harmonique > 0. 

Les théorémes 2 et 6 montrent en effet que toute base est de cette 
forme ; inversement une telle mesure est évidemment une base. 

b) La mesure «, attachée à l'élément c€(=) (voir le début du para- 
graphe 3) est indépendante de la base choisie. 

Soient en effet + et x’ deux bases de (©), K et K’ les noyaux corres- 
pondants ; à toute c€(Z) on fait correspondre les mesures >o de 
masse totale 1 : ; 

hea OLE G)* x =a,(e a c)*K, 
a) —= al (e—o)*x! = ao(e—c)*K’; 


comme K’—AK, les mesures 7, et +! sont proportionnelles, donc 
égales (puisque de méme masse totale — 1). 
On en déduit que le quotient a,/a’, est indépendant de c; en effet 


AXE — o)*K — ae — 5)x K’— ha!(e — cc) «K, 
d'où a, — ha, (car («—c)*K £0). 


\ 


c) La mesure associée à une mesure surharmonique réelle U est 
définie à un facteur > pres (lorsque la base varie). 

Soient en effet et y les mesures associées à U surharmonique 
quelconque (n’admettant pas nécessairement de minorante harmo- 
nique) pour les bases x et * ; avec les notations du corollaire 
précédent, on a (théorème 1): 


a,(e—o)* U =a, «pn, a’ (e—o)* Ua’ eu; 


ape aa Pra as = fe er ! Rs . 
comme #,— 2, et a, = ha il vient: 2,*u.—=hz,«v! d'où (pours, >.) 


Te Aus. 


7. — Familles fondamentales équivalentes. 


On dira que deux familles fondamentales sont équivalentes si toute 
mesure surharmonique (ou harmonique) par rapport à l’une est 
surharmonique (ou harmonique) par rapport à l’autre. 

Observons tout de suite que, une famille fondamentale (2) étant 
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donnée, il existe une famille fondamentale équivalente dont aucun 
élément ne charge l’origine. En effet, à toute t€(X) associons le plus 
grand nombre À tel que « — he soit une mesure > 0. Evidemment 
O<hk<1 (d’après la condition (S,)), et on constate aisément que 
la famille constituée par les mesures (e — he)/(1 — h) convient. 


| Tuforime 7. — Pour que deux familles fondamentales soient 
équivalentes, il faut et il suffit qu’elles aient une base commune. Leurs 
noyaux associés sont alors les mêmes. 

Suffisance : Soient deux familles fondamentales données (2) et 
(2). admettant une même base x. La famille (2) constituée par la 
réunion des éléments de (=) et (Z’) est une famille fondamentale 
(elle satisfait évidemment aux conditions (S,) et (S,) relativement à 
la base x). Or on a vu (§ 3, remarque d) que toute mesure surhar- 
monique (harmonique) par rapport à (2) est surharmonique (har- 
monique) par rapport à (£”), donc a fortiori par rapport à (£”); (2) 
et (D’) sont donc équivalentes. 

Nécessité : Soient deux familles fondamentales équivalentes (£) 
et (3), K un noyau associé à (©), K’ un noyau associé à (Z”). K est 
surharmonique par rapport à (2), donc par rapport à (2), d’où 
K—K'+2H, où y est So et H harmonique Do. De même 
K’—K-«p’ +H’, où y est So et H’ harmonique 20. On en 
déduit : 

K—K+pxu + H’*u-+H; 
mais H’«v. est harmonique (§ 2, d), d'où (unicité de la décomposi- 
tion du théorème 3): u*v’ =¢, H'+xu+H—o; il en résulte que vp. 


est nécessairement de la forme w—he(h > o) et que H—H’=o. 
Finalement K—AK! et, d’après le théorème 6, (=) et (2) ont mêmes 


noyaux associés et par suite mêmes bases. 


Remarque. — On peut définir d’une façon évidente une relation 
d'ordre dans l'ensemble des familles fondamentales ; nous ne cher- 
cherons pas ici à tirer les conséquences de cette notion. 


8. — Le balayage. 


_ Dans ce paragraphe et dans les deux suivants on suppose donnée 
une fois pour toutes une famille fondamentale (£) dont K est un 


noyau associé. 
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DÉFINITION 5. Soient U une mesure surharmonique > 0 et F un 
fermé de G; nous appellerons extrémale de U pour F la borne infé- 
rieure U' des mesures surharmoniques > o majorant U dans l'ouvert 
G-F (°°). 

Evidemment U’ est surharmonique > 0 (§ 2, e). U’=U dans 


G-F, U'<U partout. 


Tréorème 8. — Soient w un ouvert de G, et K +. le potentiel d'une 
mesure > 0; l’extrémale de K+w pour G-w est un potentiel Kxp’, 
engendré par une mesure wy! >0o portée par © (adhérence de w), ap- 
pelée balayée de v. sur w (*). 

L’extrémale de K+4 étant une mesure surharmonique > 0 majorée 
par un potentiel, c’est un potentiel de mesure positive K +4 (théorème 
4). IL s’agit de montrer que p’ est portée par ®. 

Or soit a € et v un voisinage compact de a, disjoint de w; 
désignons par y la restriction de p’ à v, et posons. u,—uw—1,; 
quelle que soit ce(2) on a K+oxu, € K+u,, d'où : 

/ Vf ! “ 
Kx(oxu, + vu.) << Keep’ < Key. 

Choisissons 5 associée à un voisinage w de l’origine o (voir la 

condition (S,)) tel que ] io? soit disjoint de v (w* désigne le 
3 LED 

translaté par x de w, symétrique de w par rapport à 0). Evidemment 

K+o*u,— Ku, dans w, d’où : 


K+(oxu, Lu) Key’ —Ke«y dans o. 


Ces deux propriétés montrent que K+(o+u, +u,)—=Kx+u/ (par 
définition de y’), d'où K«o*p, —K «1, c'est-à-dire K «(¢ — oem 0, 
ou encore «,*»,—=0, ce qui montre bien que ».,—o0(x, et py, sont 
> 0 et 4,0) donc que le support de y’ est contenu dans ©. 

Remarque. — Dans le cas classique (cas newtonien dans R”), 
u. est exactement la balayée de v. sur l’ouvert w, ce qui justifie notre 
terminologie. On pourrait chercher à étendre la notion de balayage 
sur un compact en s'appuyant sur ce résultat : soient C un compact 
et K+y le potentiel d'une mesure > 0; la borne inférieure des potentiels 
Key (y > 0) majorant Kxy dans un voisinage de G est un potentiel 
K+u'; y est portée par C et on a Key! LK+v, Kxu — Key sur C 
(les restrictions à C de K+4 et K+y/ sont identiques). 


(%°) Cette définition est adaptée de [2], § 3. 
(7!) L'opération qui fait passer de y à wu! est appelée « extrémisation » dans [2]. 
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Pour le démontrer on observe d'abord que la balayée py de p sur 
le voisinage ouvert V de C converge vers p’ (suivant le filtre des 
sections) (”). Alors, par passage à la limite, on voit bien que y’ est 
portée par C, et que Kxy' < K x: il reste à prouver que Kxw/—Kx%y 
sur C; or si gc désigne la fonction caractéristique de C, on a, pour 
toute feC ~(G), compte tenu de la semi-continuité supérieure de fgc: 


[fgcd Ke!) > lim | fgcd( Kp) = ffgcd(K +) 


c'est-à-dire ggK «uv! > gcK+u, d’où le résultat. 

Il semblerait logique d'appeler cette uv’, associée canoniquement à 
y. et C, la balayée de v. sur C. Cependant, dans le cas newtonien, y” 
n'est effectivement la balayée (au sens usuel) que si v. ne charge pas 
l'ensemble des points «irréguliers » de C. 

Nous n’entrerons pas dans ces détails techniques et nous nous 
bornerons à considérer le balayage sur des ouverts. Voici deux 
applications du théorème 8: 


CorozLaires. — a) Soit {v} un système fondamental de voisinages 


compacts de l'origine ; les mesures ¢,, balayées de ¢ sur les ouverts G-v 
constituent une famille fondamentale équivalente à (>). 

En effet K+(:—:,) est => o et à support contenu dans v ; elle 
n'est pas nulle sinon (théorème d’unicité des masses engendrant un 
potentiel donné) on aurait :—&,, ce qui est absurde puisque le sup- 
port de €, ne contient pas 0; les «, constituent donc une famille fon- 
damentale de base K. d’où le résultat. d'après le théorème 7. 

L'ensemble des €, (correspondants à tous les voisinages compacts 
v de o) est souvent avantageux à considérer dans les applications ; on 
pourrait l'appeler la famille fondamentale canonique équivalente à la 
famille fondamentale donnée (©). Bien entendu ¢, ne dépend pas du 
noyau particulier K associé à (2) (*). 

b) Si deux mesures harmoniques sont égales hors d'un compact 
elles sont identiques. ; 

Soient en effet U et U’ harmoniques (par rapport à la famille 
fondamentale donnée), égales hors d'un compact C; soit v un ouvert 
relativement compact contenant 0, assez grand pour que C cv" quel 


(22) A cet effet il suffit d'observer que, quelle que soit v Z o avec K *y 2 K * y. dans un 
voisinage ouvert W de G, il existe une uJ telle que K* yu. <K*v; or uy convient, par 
définition. 

(23) Plus généralement, il est évident que la balayée d’une 
ouvert quelconque est indépendant du noyau particulier K. 


u >> o quelconque sur un 
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que soit eC (v° désigne le translaté de v par «); soit o la balayée 
de « sur G—v(o—6;). 

Comme le support de 5° (translatée de « par x) est disjoint de CG 
quel que soit reC (d’après le théorème 8), on a Uso U'«c sur C; 
mais la famille obtenue en adjoignant c à (=) étant équivalente a (4), 
(d’après le théorème 7), on a Urc=U, Uso =U’. D'où U —U 


sur C, donc partout. 


9. — Le second principe du maximum. 


Tuéorime g. — Soient y une mesure > 0 à support compact Sy et 
U une mesure surharmonique > o ; si K+u < U dans un voisinage de 
Sw Kep< U partout. 

D'après le théorème 4 il existe une » > o telle que 


inf(U, K+u)—Kx+y; 


il suffit donc de montrer le théorème 9 lorsque U est un potentiel 
de mesure >o, soit Kxy. On va voir que l'hypothèse entraîne 
K*u < K*» au voisinage de tout point, ou encore: quel que soit æeG 
il existe un voisinage v—v(x) de l’origine o tel que 


Kruxe ? < Kayee ? dans v(**). 

A cet effet soit V un ouvert contenant S, et dans lequel K +4 < Kev; 
soit W un ouvert tel que S,c Wc Wc V; soit enfin €, la balayée 
de & sur W, balayée relativement au noyau K symétrique de K par 
rapport à o (K est évidemment associé à la famille fondamentale (3) 
constituée par les mesures symétriques des éléments de (2)}: le 
théorème 8 s'applique à ce noyau K et donne: 

1° Kee, <K«e® partout, d'où K+e,< Kxe~*, d'où enfin: 

K xv «2, < Kavae®, 
2° Kxe,—Kxe dans W, d'où (compte tenu de 8, € W): 
Kæchau—K+e au dans un voisinage v, de o. 

3° «, est portée par W, d'où (compte tenu de W c V et de 
K+u  K+v dans V): 

(Kp) #el < (Kav) xe) dans un voisinage v, de o. 


(**) * désigne la mesure constituée par la masse + 1 placée au point a; à désigne la 
mesure symétrique de la mesure p par rapport à l’origine o. 


Sau, 
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En rapprochant ces trois relations on voit bien que, dans 
v—v,nv,, on a Kxuxe-® < Keyee*, d’où le résultat. 

Le théorème 9 constitue l'extension, aux noyaux associés à une 
famille fondamentale, du second principe du maximum (**). On ne 
peut espérer l'améliorer, dans le cas général envisagé ici, en rempla- 
çant la condition « Kx< U dans un voisinage de S, » par «K*u << U 
sur S, ». 


CoRoOLLAIRE. — Si une mesure »>0 ne charge pas le complé- 
mentaire d’un ouvert w elle est identique à sa balayée y! sur w. 

Soit en effet y. la restriction de y à un compact CO co. Key, 
converge vaguement vers K+ (d’après la remarque suivant le 
lemme B); mais K+xy. <K+y’ dans le voisinage w de C, donc 
partout (théorème 9). A la limite, il vient K+4<<K+y', d'où 
K«u.= Key! et enfin u—w’. 


10. — Extrémale pour le complémentaire d’un ouvert borné. 
L'équilibre. 
Tuéorème 10. — L’extrémale d’une mesure surharmonique U >0 


pour le complémentaire dun ouvert borné w est un potentiel (le 
potentiel d’une mesure > o portée par w). 

Il suffit de montrer que U coïncide sur w avec un potentiel 
K+u(u > 0); car l’extrémale U’ ne sera alors que Ky’, où p’ est la 
balayée de z sur ©. 

Or c’est évident si U est à densité continue U(r): comme w est 
compact il existe en effet une feC*(G) avec K+/f(x) > U(x) sur 6, 
et il suffit de prendre pour y. la mesure 2 0 définie par 


K:u—inf(K+f, U). 


Si U est quelconque, considérons sa « régularisée » U,= Ux/f, 
par une fonction f,¢C*(G) nulle hors du voisinage v de o, telle que 
{ fda — 1 . U, étant continue, on peut, d’après ce qui précède, Jui 
‘associer une v, 220 portée par © telle que K*p,— U, dans w, 


utilisée systématiquement en théorie du potentiel 


pour la première fois par H. Cartan: voir [4] $ VI, où on Rowers aon le ae ce 
« principe du maximum », un énoncé plus précis, mais qui s ape vane se lement : 
noyaux plus particuliers et à des .« potentiels d'énergie finie »; il fait mene es 
« fonctions-potentiel » et non des mesures. La terminologie du texte est en accord avec 


celle de [5], où l’on a voulu distinguer ce principe de celui de Maria-Frostman, ou « premier 


inci i i nous le verrons plus loin. 
principe du maximum », qui n’en est pas une conséquence, comme P 


(25) Cette propriété semble avoir été 
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K«u,<U, partout. Supposons v contenu dans un compact fixe ; 
alors l’ensemble des mesures U, est vaguement borné(**), donc rela- 
tivement compact; d'après le lemme C (cas particulier signalé au 
paragraphe 1) l'ensemble des y, est, lui aussi, relativement compact ; 
soit alors y une limite vague de vy; » convient, car Kx/—UÙ dans 
w, comme on le voit par passage à la limite (car U, converge vague- 
ment vers U et K+y,—K+y puisque les , sont portées par un 
même compact). 


Dérinirion 6. — Nous dirons que l'équilibre est possible pour une 
mesure K => o donnée, si, quel que soit l’ouvert borné w, il existe une 
p> o portée par w avec : 


K+u< 1: Keu—t1 dans w. 
foo t 


Tutorime 11. — Pour que l’équilibre soit possible pour un noyau 
K associé à une famille fondamentale (=), il faut et il suffit que 

ds < 1 pour toute c€(%). 

En effet pour que la condition soit vérifiée, il faut et il suffit que 
Ja constante 1 soit surharmonique (voir § 2, a). Or si 1 est surhar- 
monique, son extrémale K«y pour le complémentaire de l’ouvert 
borné w donné convient, d’après le théorème 10. Inversement si 
l'équilibre est possible la constante 1 coïncide sur tout compact avec 
un potentiel de mesure > o, donc est limite vague de tels potentiels 
et par suite est surharmonique (§ 2, c). 

La mesure y > o, associée canoniquement à l'ouvert borné w par 
ce procédé sera appelée la distribution d'équilibre de w. 

Remarques. Les résultats suivants, ‘sur lesquels nous ne nous 
étendrons pas, concernent exclusivement les noyaux associés à une 
famille fondamentale dont tous les éléments sont de masse totale <1: 

a) Sip > 0 est à support compact §,, et si K+u < 1 dans un voisinage 
de S,, Kxp <1 partout. Cette remarque, qui résulte immédiatement 
dn théorème g et de ce que 1 est surharmonique, constitue l’extension 
aux noyaux envisagés ici du premier principe du maximum (*). 

b) Siu’ est la balayée d’une p > o sur un ouverts, on a J de’ < f du. 
On se ramène aisément au cas où w est borné et on peut supposer 
fau < co. Il existe un ouvert w, avec w, € o et tel que la balayée 
yy de » sur w; soit arbitrairement « voisine » de p’ (au sens de la topo- 


(5) Cela résulte immédiatement de la définition, note (22). 


(77) Voir note (#5). Ce principe n’est pas vérifié pour les noyaux associés aux familles 
fondamentales dont les éléments sont de masse totale > 1. 


“a 
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logie vague), donc telle que /dy; et fdu' soient arbitrairement 
voisins. Soit y la distribution d'équilibre de w pour le noyau K symé- 
trique de K par rapport à l'origine (K est du type considéré ici). On 
a Kxy— 1 dans le voisinage w de w,, et comme y, est portée par w, : 


> 


K+ÿxu— 1xu, — | du, dans un voisinage de o. 
D'autre part Key, < K+y partout, d'où, compte tenu de Key <1 
partout (puisque K*y< 1): 


(Key) * pj = (Kepi)ey <(Kep)ey =(Key)ep< rep f dy. 


En rapprochant ces deux relations on a bien [ dy, < fdu, d'où le 
résultat. > ; 

c) Appelons capacité de l’ouvert borné w la masse totale de sa 
distribution d’équilibre ; capacité du compact C la borne inférieure 
des capacités des ouverts bornés contenant C (**). La borne inférieure 
des mesures surharmoniques > o qui sont >1 dans un voisinage 
de C est un potentiel Kx , où y > o est portée par C; on vérifie sans 
peine que la capacité de C n’est autre que la masse totale de y, 
mesure qui ne peut être appelée distribution d'équilibre de GC (”). 

On peut ensuite définir les capacités intérieures et extérieures 
d'un ensemble quelconque ; la capacité extérieure est une fonction 
d'ensemble satisfaisant aux conditions de convexité classiques et 
même à la condition de convexité renforcée de G. Choquet (°°). 

d) Dans le cas plus particulier où [dK < (ce qui a toujours 
lieu si G est compact) tout ouvert w admet une distribution d’équi- 
libre qu'on peut obtenir en balayant sur w la mesure dx ols dK, qui 


n’est autre que la distribution d’équilibre de G tout entier. 


(28) Contrairement a ce qui est fait d’habitude en théorie classique, il y a intérêt ici a 
définir la capacité des ouverts avant celle des compacts ; on vérifie aisément que la capacilé 
d’un ouvert est la borne supérieure des capacités des compacts contenus (il s’agit là d’un 
théorème et non plus d’une définition). 

(2°) On a d’ailleurs K * y < 1 partout, K *y=1 sur C. 

(30) Si C, et G, sont deux compacts, cap (C, VC) + cap (C, N Ge) < cap (C1) + cap (Ga). 
On trouvera dans [6] des énoncés plus précis, dans le cas newtonien. Voici, sommai- 
rement, une démonstration simple ; soient w, et w, deux ouverts contenant C, et C, ; soient 
Yi Yo Y TL les distributions d'équilibre de w,, 9, GnG, et C, NG, 5 par application 
répétée du théorème g, K * y+ Kal <K*y,+K*y, partout, d’où, en utilisant la 


remarque b : fer — af ar < [a + far. d’où le résultat, car f dy cap(G,; N Ce), 
| dl =cap(C, UC), et “> dy; = cap (w;) peut être prise arbitrairement voisine 


de cap (C,)(i = 1,2). 
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11. — Familles fondamentales constituées par une seule mesure. 
La classe élémentaire. 


Remarque préliminaire. — Si a est un élément d’une famille 


fondamentale, la série D a? est vaguement convergente. 
n=0 
Soit en effet K un noyau associé à la famille fondamentale 
p—i 
donnée; soient a,, «,, KP=— Sia" les éléments associés à ¢ 
de n=0 
et à la base K, définis au début du paragraphe 3. La relation (2) du 
paragraphe cité : 
a.,* KY) — K — Ko? 
et la condition (S,) montrent que «,*K( converge vaguement vers 
K (pour p->oo). Il en résulte facilement que la suite croissante 
{K)} converge, d’où le résultat (®). 
Nous poserons K,—lim K®); d'après le lemme B, on a: 


(4) 2 K,—K. 
Tutorime 12. — Pour qu'une mesure c > o constitue à elle seule 


une famille fondamentale, il faut et il suffit que la série D soit 
convergente. n= 

La condition est nécessaire, d'après la remarque précédente; si 
d’autre part la série converge, o constitue une famille fondamentale 
dont les noyaux associés sont : 


K—-- > 5 (a > 0 quelconque) 


a n=0 
car a(e—0)*K—e a pour support l'origine (donc les conditions 


pt ; 
(S,) et (S,) sont satisfaites), et Keo? —K—— > 5" converge vers O 
Bis a 
(done (S,) est satisfaite). n=0 
Les noyaux associés à de telles familles fondamentales ne sont 
autres que les noyaux de la classe élémentaire (K;) (voir introduction, 


(81) En effet, comme a,* KP) < K, les K(P) forment un ensemble relativement 
compact (cas particulier du lemme C); la suite {KM} admet donc au moins une valeur 
d’adhérence et, comme elle est croissante, elle converge. 
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définition 4). En désignant, comme nous l'avons déjà fait, par (K,) 
l’ensemble des noyaux associés aux diverses familles fondamentales, 


on a donc: (K,)c(K,): nous allons voir que (K,)c(K.), adhérence 
vague de la classe élémentaire : 


THéorème 13. — Tout noyau associé à une famille fondamentale 
appartient à l'adhérence vague de la classe élémentaire. 

Soit en effet K un noyau associé à une famille fondamentale (2) ; 
soit v, un voisinage compact de l’origine ; à tout voisinage v de o 
contenu dans v, associons une 6,€(2) telle que (¢ — +,)*K ait son 
support dans v ; soit enfin 


~ £ , 1 À 
K, — lim KY) — — >. ce. 
: : ds, = 


évidemment K_ e(K,) ; d'autre part, d'après (4), on a: 

(4°) a.* Ko, —K : 
mais les mesures +, forment un ensemble relativement compact de 
mesures >o (elles sont portées par le compact fixe v, et ont pour 
masse totale 1) auquel la mesure nulle n’est pas adhérente, donc, 
d’après le lemme C, l'ensemble des Ka, est relativement compact ; en 


faisant encore « converger » v vers 0, il résulte de (4’) que Kz, converge 
vers K (*), le noyau K est donc bien limite vague de noyaux de (K.), 
LA 


Remarque. — La réciproque du théorème 13 est inexacte (l’inclu- 
sion (K,)c(K,) a lieu au sens strict). Ainsi pour G—R", par 
exemple, le noyau K = 1 est dans (K,) (**) mais ne peut être dans (K,), 
car si 1*¢—1 hors d’un compact, 1+5—1 partoutet la condition (S,) 
ne peut être satisfaite. 


12. — Théorémes de fermeture. 


Taéorème 14. — L'ensemble des noyaux pour lesquels le balayage 
est possible (**) est fermé pour la topologie vague ; il contient donc 
l'adhérence vague de la classe élémentaire. 


(32) En effet K, admet au moins une valeur d’adhérence K' SEC Rs 
sections de larme ordonné des v). Par passage à la limite, (4!) ae Sais os 
a, > en restant portée par le compact fixe v9); donc K,, converge vers : 

a. 


(3) Voir [7], § 7- 


(24) Voir la définition 3 de l'introduction. 
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Soit (®) l'ensemble des noyaux pour lesquels le balayage est 
possible. Soit » > o à support compact, et w un ouvert borné ; à tout 
Ke(B) associons une ux > O portée par © el telle que : 


(B): Kxux < Key; (B,): K+ux—Kx+y dans o. 


(8) contient évidemment la mesure nulle ; il suffit de montrer 
que toute mesure K,non nulle, adhérente à (:#), est dans (: B). 

Soit C, un compact de G, tel que la restriction de K, à C, ne soit 
pas ce: ; soit feG*(G), avec if SoA partout, fe Lien ge. point 
de C,; soit V, le voisinage de K, (dans l'espace M des mesure de 


Radon > 0) défini par 
KA) — RONA <CK(S,) : 


lorsque K parcourt V, les mesures fK forment évidemment un 
ensemble compact dans M ne contenant hy la mesure nulle. 

Pour tout KeV, n (8) la mesure (/K)+xux a son support contenu 
dans un compact indépendant de K (puisqu'il en est ainsi pour f.K 
et ux séparément) et est majorée par K«y. (d’après (B,)). Comme » 
est supposée à support compact, (/,K)*ux est donc majorée par 
Cf,K)«u., où f, est une fonction de C*(G) valant 1 sur un compact 
« assez grand ». 

Soit alors V, le voisinage de K, dans M, défini par 


K(f.) — KL) 


eee K parcourt V,, les mesures ne forment un ensemble 
compact, et il en est de méme des Cf, K)*u.. 
Finalement, lorsque K parcourt V n V, 1 (8), les 


CAR) € (LE) 
forment un ensemble relativement compact, tandis que les fk 
appartiennent à un compact ne contenant pas la mesure nulle. Il 
résulte alors du lemme C que l'ensemble des py est relativement 
compact. 

On achève alors aisément : soit » une valeur d’adhérence de Uk 
lorsque K—K, ; évidemment us est portée par w et, à la limite, les 
relations (B,) et (B,) donnent respectivement : K,+xu <K,xu ; 
K,* 49 K,*u dans w. 


Prostime. — D'après les théorèmes 8, 12, 13 et 14 ona: 


(K.) = (Ki) € (8); 


Fr 
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cette inclusion a-t-elle lieu au sens strict, ou bien a-t-on au contraire 
(K,) = (8)? Si la seconde hypothèse était exacte, le « problème du 
balayage » pourrait être considéré comme entièrement résolu. 


Dérinition 7. — Une mesure K > 0 étant donnée, nous dirons que 
la mesure U >0 possède la propriété (x) pour le noyau K si, à tout 
ouvert borné w, on peut associer une mesure v.>o portée par vw et 
telle que: Kxu < U partout, K*u.— U dans w(**). 

Si Ke(K,), toute mesure surharmonique > 0 possède la propriété 
(x) pour K, d'après le théorème 10 ; inversement toute mesure > 0 
possédant la propriété (x) est surharmonique, puisque c’est une 
limite vague de potentiels de mesures > o. 


Tuéorème 15. — L'ensemble constitué par la mesure nulle et les 
noyaux pour lesquels une mesure donnée U > o possède la propriété (x) 
est fermé pour la topologie vague. 

La démonstration est toute semblable à celle du théorème 14, avec 
de notables simplifications. 


CoroLLAIRE : l'équilibre est possible pour tout élément non nul de 
V'adhérence vague de (K;), où (K:) est la sous-classe de (K,) constituée 
par les noyaux construits à partir d'une mesure c de masse totale < 1. 

En effet, pour que l'équilibre soit possible pour le noyau K, il 
faut et il suffit que la constante 1 possède la propriété (x) pour le 
noyau K (voir les définitions 6 et 7); d’où le résultat, d’après les 
théorèmes 11 et 15. 

Observons que tout noyau associé à une famille fondamentale dont 
les éléments sont de masse totale < 1 appartient à l'adhérence vague 


de (K!). 


13, — Exemples. 


Commençons par trois exemples très simples de noyaux de la 


classe élémentaire : 
1° la mesure nulle 5 — o constitue une famille fondamentale ; les 


noyaux associés sont proportionnels au noyau trivial «. Toute mesure 


est un potentiel ; seule la mesure nulle est harmonique. 


(35) Voir [5], § 3, où cette propriété (a) est introduite en méme temps que deux ee 
toutes trois équivalentes lorsque le noyau K satisfait au second principe du maximum et 
une condition de croissance portant sur sa transformée de Fourier, dont nous nous 


sommes passés dans cette étude. 
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2° Soit xeG, tel que la suite {nx{ n’ait pas de point adhérent (ce 
qui suppose G non compact); «7, mesure constituée par la masse 


— 1 en +, constitue une famille fondamentale, et > e™” est un noyau 
n={0 

associé. Par rapport à ce noyau, le potentiel engendré par la mesure 
w est la somme des translatées #"(n —o, 1, ...). Les mesures 
harmoniques U sont caractérisées par U—Uxe: ce sont donc les 
mesures périodiques de période x. Cet exemple montre l'existence de 
mesures harmoniques qui ne sont pas des fonctions. 

3° Plus généralement, toujours sous l'hypothèse que {nxf n’a pas de 


point adhérent, K — > m'e"* est dans la classe élémentaire, et ceci 
n=0 

quel que soit le nombre m>0; pour m>1, on obtient ainsi 
un exemple de noyau pour lequel le balayage est possible, mais 
non l’équilibre (voir théorème 11); soit d'autre part un ouvert w 
contenant æ mais ne contenant pas o ni aucun des points nx avec 
n> 2; la balayée deu — € surw est uv’ = me (car mK +e? = K dans w 
et me” ne charge pas le complémentaire de w ; voir le corollaire du 
théorème 9); d’où un exemple pour lequel la relation [dul < [du 
n'est pas réalisée (voir § 10, remarque b), et aussi pour lequel le 
second principe du maximum est vérifié, mais non le premier. 

On trouvera dans [7] des exemples de noyaux dans R" pour lesquels 
le balayage est possible ; ces noyaux sont tous obtenus comme limites 
vagues d'éléments de (K,), sous-ensemble de (K,) (voir note ()). Ainsi 
le noyau K, transformé de Four‘er de 


Ka) = 1/ "|e Pda(2) 


convient quelle que soit » > o telle que A(x) soit sommable sur tout 
compact (ce quia lieu pour toute p 0 dès que n> 2), 

En réalité on peut montrer que ce noyau est toujours dans la classe 
(K,), bien qu'il ne soit pas aisé de déterminer explicitement une 
famille fondamentale à laquelle il est associé : on peut le faire cependant 
lorsque y est une masse ponctuelle de l'intervalle (0 << «< 2), car 
K est alors proportionnel au noyau d'ordre « et on sait, avec M. Riesz, 
déterminer la balayée de ¢ sur l'extérieur de toute sphère de centre o 
(voir |8]). 

Le procédé de construction utilisé dans [7] pourrait être appliqué 
à des éléments de (K,) (au lieu de (K,)), ce qui conduirait à de 
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nouveaux exemples de noyaux dissymétriques pour lesquels le 
balayage est possible; mentionnons seulement, pour-G == Roan 
exemple trivial ne nécessitant aucun calcul: la fonction 


K{æy—° pour æz<0o 
_ exp(-ax) pour æ>0o 


(a> 0) 


est évidemment le noyau associé à la famille fondamentale constituée 
par les mesures e"exp (-ah) (A parcourant l’ensemble des nombres 
> 0); les mesures harmoniques correspondantes sont les fonctions 
Cexp(-ax) ; cet exemple est à rapprocher du second exemple donné 
dans l'introduction, mais il est à noter que dans le cas présent K est 
associé à une famille fondamentale même si la constante a est nulle. 

Signalons pour terminer qu'on peut adapter facilement à T" 
l'exemple général donné dans [7] dans le cas de R” et rappelé plus 
haut ; d'autre part, pour n— 1 (groupe des réels modulo 2x), le 
noyau K(x) — log {1 m/sin*(x/2)] (avec m > 0) est associé à une 
famille fondamentale, comme cela résulte aisément de la théorie élé- 
mentaire du potentiel par rapport à la fonction de Green du cercle. 
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SUR LES MOYENNES DES FONCTIONS HARMONIQUES 
ET ANALYTIQUES 
ET LA CLASSIFICATION DES SURFACES DE RIEMANN 


par M. PARREAU (à Paris) 


INTRODUCTION 


L'objet de ce travail est l'étude des moyennes des fonctions har- 
moniques et analytiques sur les surfaces de Riemann ouvertes, et 
l'application qu'on peut en faire au problème de la classification de 
ces surfaces. La théorie des surfaces de Riemann ouvertes, consi- 
dérées comme variétés abstraites, a fait de grands progrès au cours 
de ces quinze dernières années, surtout grace aux travaux de l’école 
finlandaise, notamment de R. Nevanlinna, P. J. Myrberg, L. Ahlfors, 
L. Sario, K. I. Virtanen, auxquels il faut joindre A. Pfluger, 
M. Heins, etc... (‘). Ces divers auteurs ont étudié particuhèrement 
les fonctions bornées ou à intégrale de Dirichlet finie, et ont pris 
comme critères pour la classification l'existence ou la non-existence 
de fonctions harmoniques ou analytiques non constantes appartenant 
à l’une de ces catégories. J'ai essayé ici de montrer quon peut 
obtenir des résultats intéressants en imposant aux fonctions F4 
étudiées la condition de borne suivante : | f|* admet une majorante 
harmonique (avec « > 1, et même x > 0 pour les fonctions analy- 
tique). C'est surtout des fonctions harmoniques qu'il sera question 
ici ; on leur imposera souvent la condition plus générale : étant 
donné une fonction æ({) convexe dans [o, +oo[, o(|f|) admet une 
majorante harmonique (*). 


(4) Voir la bibliographic placée la fin de ce mémoire. Les numéros entre crochets qui 
suivent. le nom d’un auteur renvoient à cette bibliographie. 

(2) L'introduction des classes plus générales (HM%) est due à 

plupart des résultats établis ici sont encore valables pour les fonctions harmoniques 


dans un espace de Green (cf. M. BreLor et G. Gnoquer {1]). 


R. Nevanuinna [8]. La 
définies 
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Dans le premier chapitre, après avoir rappelé un certain nombre 
de définitions, je reprends la solution du problème de Dirichlet 
pour un domaine relativement compact, par la méthode de Perron- 
Brelot, qui s'étend sans difficulté à une surface de Riemann, car les 
propriétés des fonctions harmoniques ou sous-harmoniques qui y 
sont utilisées sont essentiellement des propriétés locales. L'exposé 
de cette méthode, dans le cas plus général des espaces de Green, est 
fait par M. Brelot et G. Choquet dans un Mémoire qui va paraître 
en même temps que celui-ci dans les Annales de l’Institut Fourier ; 
je me borne donc à en indiquer les grandes lignes, traitant d’abord 
le cas régulier, puis, à l'aide du procédé alterné, le cas général 
(qu’on peut d’ailleurs atteindre directement au moyen d'un lemme 
de M. Brelot). 

Au chapitre u, je rappelle la définition et les propriétés 1mmé- 
diates des surfaces et des domaines hyperboliques ou paraboliques 
(un domaine étant dit hyperbolique s’il existe une fonction harmo- 
nique bornée non constante qui s’annule en tout point-frontière 
régulier). Je donne ensuite un procédé de construction de la fonction 
de Green g(p, q) d’une surface hyperbolique, et j'étudie son 
comportement à la frontière idéale; je montre que pour tout a fixe de S 
et tout À => 0, le domaine D, ean Te, a) >) (*) est relativement 
compact ou parabolique. Cette propriété, et le fait qu'une surface de 
Riemann est réunion dénombrable de compacts, permettent d'étendre 
aux potentiels de Green sur une surface hyperbolique les principaux 
résultats de la théorie du potentiel newtonien : théorème de Gauss 
sur le flux, représentation potentielle des fonctions surharmoniques, 
extrémisation et balayage. En outre, on peut résoudre, pour le 
complémentaire d’un compact d’une surface hyperbolique, un pro- 
blème de Dirichlet extérieur dans lequel on assigne la valeur o à la 
frontière idéale (en imposant une majoration par Kg(p, a)). 

Au chapitre im, j'étudie les espaces (HM,) (resp. les classes 
(HM4%)) des fonctions harmoniques sur une surface de Riemann $ 
telles que |u|* (resp. (|u/)) ait une majorante harmonique. Toutes 
ces classes sont contenues dans l’espace (HM ) des différences de 
fonctions harmoniques positives. Je montre qu'elles ne dépendent 
pas (à un isomorphisme près) des propriétés de la surface « à dis- 
tance finie », mais seulement de celles de la « frontière idéale » 


(3) P étant une propriété quelconque, nous désignerons par { P(x)} l’ensemble des 
points x où la propriété P est vraie. 


4 ad Le. # 
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(cf. théorème 7). Réciproquement, les fonctions harmoniques posi- 
tives sur une surface de Riemann hyperbolique permettent de préciser 
la notion de frontière idéale, et d'en donner une définition ponctuelle, 
celle de R. S. Martin [1], dans laquelle les éléments-frontière sont 
définis par les fonctions K(p, s) limites de g(p, q)/g(a, q) quand q 
« s'éloigne à l'infini » sur S. Toute fonction a harmonique positive 
sur S, donc toute fonction de (HM), admet alors une représentation 
intégrale unique de la forme up) = fK(p: s)du(s), où v. est une 
mesure canonique sur la frontière de Martin. 

J'appelle Cum, (resp. Ca.) la classe des surfaces de Riemann telles 
que (HM4)(resp. (HM,)) ne contienne que les constantes, et Cur la 
classe définie de façon analogue à partir des fonctions bornées. Je 
montre que s’il existe dans un domaine D une fonction harmonique 
u s'annulant sur la frontière de D et telle que æ(|u|) ait une majorante 
harmonique, pour une fonction d satisfaisant à 
(1) lim no ; 


t>+2 


D est hyperbolique. Il en résulte que Cum, = Cup lorsque & véri- 
fie (1), en particulier que Cum, Cag pour «> 1. 

J’interpréte ensuite ce résultat au moyen de la théorie des espaces 
de Riesz: (HM,) étant un espace complètement réticulé, je considére 
la famille complète engendrée par les fonctions bornées, et J appelle 
ses éléments fonctions quasi-bornées ; une fonction quasi-bornée 
positive est la limite d'une suite croissante de fonctions harmoniques 
> o bornées. Si æ vérifie (1), toute fonction ue(HM%) est quasi- 
bornée, et la plus petite majorante harmonique U de d(lu)) l'est 


aussi; u est de la forme ahs K(p, s)f (s)d,(s), où », est la mesure 


canoniqne associée a la fonction 1, et on a 
U(p)= fK(p, SP (S)Dd,(s). 


(HM,), normé, est donc isomorphe à LL»). us 
Une autre façon d'atteindre certains des résultats précédents 
(celle que j'avais employée primitivement, en collaboration rt 
R. Bader) consiste a chercher la fonction qui réalise le ee 
la norme, parmi les ue(HM,) qui satisfont à u(7) = ee es . 
on constate que cette fonction extrémale est bornée. Pour 4 — 2, 
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problème de minimum conduit à une fonction-noyau du genre de 
celle de Bergman. 

Le chapitre 1v est consacré aux fonctions analytiques ; j'y définis 
les espaces(AM,) de fonctions holomorphes « à moyennes d'ordre « 
bornées », qui correspondent aux classes de Hardy dans le cercle 
unité; j'appelle (AM,) la classe des fonctions méromorphes f telles 
que log |f| soit la différence des deux fonctions surharmoniques 
positives, et j'introduis pour toute fonction méromorphe sur une 
surface de Riemann une fonction caractéristique T(G, f) analogue à 
celle de Nevanlinna, mais dont la variable G est un domaine. L’appar- 
tenance de f à (AM,) équivaut au fait que T(G, f) reste bornée. 
Pour une fonction méromorphe à caractéristique non bornée, on a 
encore le théorème du défaut de Frostman, et celui de Valiron- 
Ahlfors-Nevanlinna sur le défaut supérieur. 

J'indique enfin certaines relations entre les classes Cam, Caz, Can 
(définies de façon évidente) : je montre en particulier que Cag € Cap. 

Les principaux résultats de ce travail ont été résumés dans plu- 
sieurs notes aux Comptes rendus (*). Certains d’entre eux ont été 
obtenus en même temps et indépendamment par divers auteurs, 
M. Ohtsuka [1] en ce qui concerne le problème de Dirichlet, 
R. Nevanlinna [8] pour les:classes (HM,,), P. J. Myrberg [3] pour les 
fonctions a caractéristique bornée, H. L. Royden [1] pour l'inclusion 
Cas € Can; en outre, A. Mori [1] a développé et complété certains 
résultats annoncés par R. Bader et moi. 

Je suis heureux d’avoir ici l’occasion de manifester ma gratitude 
envers M. G. Valiron, qui m'a orienté vers mon sujet de 
recherches, et dont les conseils m'ont été précieux. Je tiens à 
remercier M. Paul Montel, qui a bien voulu présenter mes notes aux 
Comptes rendus, et qui me fait l'honneur de présider mon Jury, 
et M. Henri Cartan, qui a eu l’obligeance de me donner le sujet de 
ma seconde thése. Je dois également témoigner ma reconnaissance 
à M. Marcel Brelot, qui a mis à ma disposition une abondante docu- 
mentation, et qui a accepté de publier ce mémoire dans les Annales 
de l'Institut Fourier. Je remercie enfin mon ami R. Bader, avec qui 
j ai eu de fructueuses conversations, des suggestions qu il m’a faites. 


(*) M. Parreau, Comptes Rendus, 230, p. 709 et 914; 231, p. 679 et 7513; 234, 
p. 286; R. Baper et M, Parreau, Comptes Rendus, 232, p. 138. 


CHAPITRE PREMIER 


PRÉLIMINAIRES 


1. — Notion de surface de Riemann 


4. Nous rappellerons tout d’abord la notion de surface de Riemann 
« abstraite », due essentiellement 4 Hermann Weyl et maintenant 
classique (°). 

Une surface de Riemann S est définie par la donnée d'un espace 
topologique connexe, plus précisément d'une variété topologique à 
deux dimensions réelles, et d’une structure analytique complexe sur 
cette variété. On définit une telle structure en associant à tout point 
p de S une classe A(p) de fonctions à valeurs complexes, dont 
chacune est définie dans un voisinage de p, de façon que soit véri- 
fiée la condition suivante : 

Pour tout point p,€S. il est possible de trouver une fonction 
t.b(p,) et un voisinage V de p,, tels que: 

1° L'application p— tp) soit un homéomorphisme de V sur un 
ouvert du plan complexe, qu on peut toujours supposer étre le cercle 
unité §| |< I . On peut également supposer que Kp 0. 

»° La condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction f a 
valeurs complexes, définie au voisinage de peV, appartienne à 
Jo(p), est que f{p(#)) soit une fonction analytique de {, au voisinage 
de ¢(p). 5 soit 

Une fonction fe.b(p) est dite analytique en p; { est l’uniformi- 
sante locale, ou paramètre local. 


2. Ilest facile de passer de cette définition intrinsèque à la défi- 
nition « géométrique » de Rado, dans laquelle la structure analytique 


(*®) Cf. H. Weve [1], T. Ravo [1], et pour des variétés quelconques, C. CHEYALLEY, 
Theory of Lie Groups, 1, Princeton, 1944. 
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complexe est donnée au moyen d’un recouvrement (V) de S par des 
domaines élémentaires V, dont chacun est appliqué par une transfor- 
mation topologique Ty sur le cercle unitéilé<1$f, de façon que 
soit satisfaite la condition de conformité : 

Si Vn V,-£9, et si G est un domaine contenu dans V,n V,, 
Ty,oTy; est une application biunivoque et conforme directe de Ty,(G) 
sur Ty,(G). 

D'après un théorème important de T. Rado, selon lequel toute 
surface de Riemann est réunion dénombrable d’ensembles compacts, 
on peut se borner à considérer des recouvrements (V) dénombrables, 
chaque V étant relativement compact. On obtient alors la définition 
de R. Nevanlinna ([3], [4]). 

Rappelons qu'une surface de Riemann est dite close quand elle 
est compacte (et alors recouvrable par un nombre fini de domaines 
V), ouverte dans le cas contraire. 

Étant donné une surface ouverte S, nous appellerons exhaustion 
de S une suite de domaines relativement compacts $,, tels que 
S,¢5,., et que tout compact de S soit contenu dans $, à partir 
d'un certain rang. 

Il est à peu près évident qu'on peut imposer aux S, diverses 
conditions de régularité (différentiabilité ou analyticité des courbes 
frontières ; absence de « frontière intérieure »). 

Dans la pratique, o use souvent de la même notation pour dési- 
gner un point de la surface de Riemann et le paramètre correspondant. 
De même, on appelle cercle sur la surface un domaine élémentaire 
au sens de Rado, c'est-à-dire un domaine qui admet pour image un 
cercle dans le plan d'un paramètre. On peut ainsi considérer une 
surface de Riemann ouverte comme la réunion d’une infinité 
dénombrable de « cercles-paramètres », reliés entre eux par des 
relations d'incidence. 


3. Soient S et S’ deux surfaces de Riemann, et soit 9 une appli- 
cation de S dans S’. On dira que » est une application conforme si: 

1° west continue 

2° quel que soit peS, on a, pour toute J'eb'(o(p)) J’09€40( p), 
avec des notations évidentes. | 

Si 9 est une application biunivoque de S sur S’, telle que o~* soit 
également conforme, les surfaces S et S’ seront dites conformément 
équivalentes, eton ne les considèrera pas comme distinctes. 

Étant donné une application conforme o de S dans S’, on dit 
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encore que (S, ©) définit un recouvrement de S’(°), p —o(p) est 
alors considéré comme la projection de p sur S’. Si ¢ et ¢’ sont les 
paramétres locaux en pet p’ respectivement, {’ est une fonction 


analytique de ¢, d'après la condition »° précédente. Sif ee Ocenlepy 
(4 


‘ : = : 
est univalente au voisinage de {(p), donc inversible, et la corres- 
dt! _ 
His 


on dit que p est un point de ramification du recouvrement, son ordre 
est celui du zéro de la dérivée. 


pondance p — p’ est localement biunivoque et bicontinue ; si 


4. Un recouvrement non ramifié constituera un revêtement, au 
sens topologique du terme, s'il est régulier (c'est-à-dire si pour tout 
domaine D’ de S’, toute composante connexe de o ‘(D’) est 
apphquée par © sur D) Inversement, tout revêtement topologique 
d’une surface de Riemann est-susceptible d’une structure analytique 
complexe, par image réciproque. D'une façon plus générale, soit S 
une variété topologique à deux dimensions réelles, S’ une surface de 
Riemann, 9 une application continue de S dans S’. Pour qu’on 
puisse définir par S une structure analytique complexe, pour 
laquelle 9 soit une application conforme, il faut et il suffit que 9 soit 
une transformation intérieure au sens de Stoilow: l’image d'un 
ouvert doit être un ouvert, celle d’un continu non ponctuel doit 
étre un continu non ponctuel. La suffisance de ces conditions résulte 
des travaux de Stoilow ({1], eet Oe inversion locale des trans- 
formations intérieures). On voit ainsi la possibilité de doter d'une 
structure de surface de Riemann toute surface de recouvrement 
(ramifié) du plan complexe, définie à priori par la donnée des points 
de ramification et des lignes de passage. On peut appliquer aussi le 
résultat précédent au problème de l'uniformisation (on obtient le 
« principe de Keebe», qui ramène le problème analytique à un 
problème topologique). 


2. — Problème de Dirichlet 


5. Une fonction à valeurs réelles, définie au voisinage d’un point 


p d'une surface de Riemann, sera dite harmonique en ce point si elle 
Cu . 2. LA 9 = 
coïncide au voisinage de p avec la partie réelle d’une fonction de 


-(6) Le terme recouvrementayant un sens différent en théorie des ensembles, il vaudrait 
i ’évi i ave ifié. T ‘ois, nous nous conformerons à la termi- 
mieux l’éviter et dire revêtement ramifié. Toutefois, , er 
nologie consacrée par l'usage, réservant le mot revêtement au cas non ra : 
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J(p); il revient au même de dire que c’est une fonction harmonique 
du paramètre local. Une fonction harmonique en tout point d'un 
ensemble ouvert sera dite harmonique dans cet ouvert. 

On définira les fonctions surharmoniques ou sousharmoniques sur 
la surface de Riemann de la même façon que dans le plan (cf. Rado 
(at); par exemple une fonction surharmonique dans un ouvert Gde 
S est une fonction f semi-continue inférieurement, qui n'est 
identique à + co dans aucune composante connexe de G, et qui 
possède la propriété suivante: pour tout domaine D complétement 
intérieur 4 G, toute fonction harmonique dans D (*) majorée par f 
sur la frontière de D est majorée par f dans D. Pour que f soit sur- 
harmonique dans G, il faut et il suffit qu’elle le soit au voisinage 

de tout point de G; on se ramène ainsi à des critères locaux, qu'on 
peut exprimer au moyen du paramètre. 

De ce fait, et grâce au théorème de Harnack, on étend immédia- 
tement aux familles de fonctions harmoniques ou surharmoniques 
sur une surface de Riemann certaines propriétés classiques dans le 
plan; par exemple une suite croissante ou un ensemble filtrant 
croissant de fonctions surharmoniques (resp. harmoniques) a pour 
limite la constante + æ ou une fonction surharmonique (resp. 
harmonique); une famille de fonctions harmoniques dans un 
domaine et bornées dans leur ensemble sur tout compact est 
équicontinue, donc normale (c'est-à-dire relativement compacte 
pour la convergence compacte) et la convergence simple y est 
équivalente à la convergence compacte. 


6. Le problème le plus important qui se pose dans l’étude des 
surfaces de Riemann est celui de l’existence de certaines fonctions 
harmoniques ou analytiques sur ces surfaces. On a donc à se poser, 
dès le début de la théorie, le problème de Dirichlet. Nous allons en 
rappeler brièvement la solution, qui ne diffère pas essentiellement 
de celle du problème plan. | 

Tout d'abord, pour un domaine élémentaire D (conformément 
équivalent à un cercle), la solution sera donnée d’une façon évidente 
par l'intégrale de Poisson. On peut ensuite passer à des cas plus 
généraux au moyen du procédé alterné de Schwarz. Mais il est pré- 
férable d'envisager directement la solution la plus générale au moyen 
de la méthode de Perron-Brelot ("). 


(*) C'est-à-dire dans un voisinage de D. 
(7) Cf. O. Perron [1], etsurtout M. Brecor [1], [4]. M. Hers [1] a également signalé 
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Rappelons tout d’abord le lemme suivant : 

Soit f une fonction sousharmonique dans un ouvert G, D un 
domaine élémentaire complètement intérieur à G:; la fonction fo 
égale à f dans G— D, et à l'intégrale de Poisson de f dans D, est 
encore sousharmonique dans G. 


7. Familles de Perron. — Soit D un domaine relativement 
compact (*) d'une surface de Riemann ouverte 3, F la frontière de D, 
f une fonction réelle donnée sur F. Soit %; la famille des fonctions u 
sousharmoniques dans D. bornées supérieurement, et vérifiant 


lim. sup. u(p) < f(q) pour tout point geF ; nous poserons 
pED, p>q 


H°(p)=sup u(p), 
uEFi 
si %; n'est pas vide, —— oo sinon. Si H® est ~-+ oo, c’est une 
fonction harmonique, car pour tout domaine élémentaire A tel que 
AcD, les uy forment une famille filtrante croissante de limite HP. 
On définit de même la famille #, des fonctions v surharmoniques 
dans D, bornées inférieurement, telles que a inf v( p) > f(q) pour 
tout geF, et l'enveloppe inférieure H° (ale ats si F, est vide). 
Comme v — u > 0 pour toute ues; et toute veF,, HY < HY. S'il y a 
égalité (les fonctions étant finies), on note H® leur valeur commune, 
et f est dite résolutive. H? est appelée fonction de Wiener pour Det f. 
Points réguliers. — On dit qu'un point geF est un point frontière 
régulier s'il existe une fonction w surharmonique dans D et telle 
que lim w(p)}—0, tandis que liminfw(p)>o pour tout reF 


pED, p>q pED,p>r 


EE D. 


Il suffit d’ailleurs que la fonction w possédant ces propriétés 
existe dans Dn V, où V est un voisinage de q, pour qu'on puisse 
en trouver une qui existe dans tout D. Nous supposerons désormais 
que le domaine D considéré a tous ses points frontières réguliers. La 
régularité est ainsi une propriété locale. 

Nous utiliserons le théorème suivant : 


Tutortme. — Si f est bornée supérieurement el si le point fron- 
litre q est régulier, lim sup H}(p) < lim sup f(r). 
peD, p> r€F, r>q 


la possibilité de l’extension de cette méthode aux surfaces de Riemann, et M. Onrsuxa [1] 
en a donné un exposé tout à fail analogue à celui du présent mémoire. 
(8) On pourrait également supposer que D est un ouvert relativement compact quel- 


conque. 
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Soit / le second membre; pour K assez grand, /-+-e-++- Ko(p) 
appartient a #.. 

CoOROLLAIRE. Si tout point frontière de D est régulier, le 
problème de Dir ichlet est résoluble pour toute f continue bornée. 


En effet, on a alors lim H'(p)= lim H?(p)—/(q) pour 


pED, p>q ‘ pED, p>q k 
tout geF, Donc H° existe et est la solution du problème de Dirichlet. 


Plus généralement, supposons que f soit semi-continue inférieure- 
ment et bornée inférieurement sur F. Alors, si He < to, f est 
résolutive ; H? est l'enveloppe supérieure des Hj? pour g continue 
bornée < f. 

Le théorème précédent montre immédiatement que HPS, donc 
est < Hy, d’où le résultat; de même pour sup Hes 

Soit maintenant f une Jonction quelconque ; H> est l’enveloppe 
inférieure des H 4 4 pour les 4 semi-continues inférieurement sur F et 


> f. En effet, soit vef, et ¥,—=hm inf v à la frontière; 4, est 


> f, donc v > Hi, > H?; or v—H}. De même H? est l'enveloppe 
supérieure de Hg pour 4 semi-continue supérieurement et <f. 

On en déduit ge: M. Brelot, loc. cit.) la représentation intégrale 
de H?; pour tout point peD, il existe une mesure de Radon et une 


seule, »,, telle que HP(p)= f, fiq)de(q). pour toute f résolutive 
sur F; u, est la mesure harmonique (au sens des distributions de 
masses). Pour une fonction quelconque f, H?(p) et H?(p) sont 
respectivement l'intégrale inférieure et l'intégrale supérieure par 
rapport à »,. La mesure harmonique en p d'un ensemble Ec F est, 
quand elle existe, l'intégrale de la fonction caractéristique de E par 


rapport à »,; c'est une fonction harmonique de p. 


8. Cas d'une frontière très régulière. — Dans la plupart des 
applications, il suffira de considérer des domaines D à frontière 
« très régulière » (par exemple, constituée d’arcs de courbes analy- 
tiques, ou suffisamment différentiables). Dans ce cas, on peut 
préciser l'allure de la fonction de Wiener au voisinage d’un point- 
frontière, en ne tenant compte que des propriétés locales de JE 

Nous rappellerons simplement le résultat suivant et 

Taéorème. — Si D est à frontière très régulière, et si f est résolu- 
tive et s’annule sur un arc ouvert A de F, HP s’annule sur A. 

Remarquons tout d'abord que si D,, de frontière F,, est contenu 


(*) Cf. M. Brexor [8], qui introduit la notion plus générale d’activilé d’un point-fron- 
tière. Un point-frontière suffisamment régulier est inactif. 


on 
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dans D, et si la fonction f est résolutive sur F, la fonction I, égale à 
Jf sur Fin F et à HY sur F, n D est également résolutive ; de plus 
Hi’ = H® dans D,. C’est évident pour / continue bornée et on passe 
de là à f semi-continue, puis quelconque. 

Employons alors le procédé de symétrie de M. Brelot ([6], p. 217). 
On peut toujours se ramener à f>>o. Soit L'un arc analytique 
tracé dans D, dont les extrémités sont situées sur A, et qui limite 
avec un arc A’ de A un domaine D, dont le symétrique par rapport à 
L est tout entier contenu dans D. On appellera p le symétrique d’un 
point p par rapport à L, et pour toute fonction g on posera 
9(p) = g(p). La remarque préliminaire montre que Ho est la fonc- 
tion de Wiener relative au domaine D, et à la donnée frontière o 
sur A’ et H® sur L. On a donc dans D : Ho Ho =< Hole 
désigne la fonction égale à H? sur L, à osurF n | F,. On en conclut 
que H? est bornée au voisinage de tout arc compact de A, donc s’y 
annule. 

De plus, au voisinage de tout point de A, on a HY <M. H}(a), 
pour aeD, M étant une constante qui ne dépend pas de f. 


CorozLaire. — Si D est à frontière très régulière, et si f résolutive 

sur F continue et bornée au voisinage de qeF, on a 
lim H}(p)—f(g). 
p>q pED 

9. La solution du problème de Dirichlet obtenue, on en déduit 
les théorèmes fondamentaux d'existence de la théorie des fonctions 
sur une surface de Riemann. Grâce au procédé alterné de Neumann- 
Sario (‘°), on peut établir l'existence de fonctions harmoniques ayant 
des singularités données. Plus précisément, on peut, sous certaines 
conditions, « prolonger » à la surface entière (à une fonction harmo- 
nique bornée prés) des fonctions harmoniques définies au voisinage 
d’un certain ensemble de singularités, ou hors d’un compact. On 
voit ainsi qu'il existe sur toute surface de Riemann des différentielles 
abéliennes, et des fonctions méromorphes (quotients de deux diffé- 
rentielles abéliennes). Geci montre en particulier que toute surface 
de Riemann est conformément équivalente 4 une surface de Riemann 
« concrète » de la théorie des fonctions. 


10. Ensembles polaires. — Soit une surface de Riemann S. On 


(20) G. Neumann, Vorlesungen uber Riemanns Theorie der Abelschen Integrale, Leipzig, 
1884, R. Nevanuinna [8], et L. Sario [3]. 
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dira qu’un ensemble E de points de S est polaire si son intersection 
avec tout « cercle » de la surface est un ensemble polaire, c’est-à- 
dire de capacité nulle. On sait qu'il existe alors une fonction 
surharmonique > o dans le cercle qui prend aux points de E la 
valeur + 0. 

Il est immédiat que toute partie d’un ensemble polaire est polaire ; 
de méme la réunion d’une infinité dénombrable d’ensembles polaires 
est polaire, puisque c’est vrai dans tout cercle paramètre. 

On dira qu’un ensemble E est intérieurement polaire si tout compact 
contenu est polaire; pour que E soit intérieurement polaire, il faut 
et il suffit que son intersection avec tout cercle de S le soit. 

M. G. Choquet.a montré récemment que les deux notions coin- 
cidaient pour les ensembles boréliens. En se ramenant à des consi- 
dérations locales, on voit que ce résultat s’étend aux surfaces de 
Riemann. 

Sur une surface ouverte, un ensemble polaire est caractérisé par le 
fait qu’il existe une fonction surharmonique sur la surface qui y prend 
la valeur + 00. Pour le voir, supposons tout d’abord que E, polaire, 
soit complètement intérieur à un « cercle » V de S; on peut toujours 
supposer que la fonction surharmonique u associée à E dans V est 
harmonique au voisinage de la frontière C de V, et qu’elle s'y annule. 
D'autre part, on peut toujours trouver hors d'un compact à frontière 
très régulière C’ contenant V une fonction harmonique À < 0, nulle 
sur C’, et dont le flux à travers C’ soit opposé à celui de uw à travers 
C (cf. Sario [3], lemme 2). On est alors dans les conditions d’appli- 
cation du théorème de Sario sur le procédé alterné, de sorte qu'il 
existe une fonction U telle que U — x soit harmoniquement prolon- 
geable dans V et U — À harmonique à l'extérieur de C’ et bornée. 
U est donc partout surharmonique, et vaut + oo sur E. 

Dans le cas général, E est la réunion d'ensemble E, de l'espèce 
indiquée. Soit (S,) une exhaustion de S ; on peut toujours supposer 
que la fonction surharmonique u, associée à E, est > o sur $,, et 
+ + oo en un point a fixé de S,. On choisira alors des constantes 
> O telles que Xc,u,(a) << + © et Xc,u, —U répond à la question. 

Les raisonnements précédents montrent plus généralement que 
si un ensemble E est contenu dans un ouvert G, et s’il existe une 
fonction surharmonique dans G valant + oo sur E, E est polaire. 

Comme dans le plan, on dira qu'une propriété a lieu quasi partout 
(resp. à peu près partout) si l'ensemble des points où elle n’est pas 
vérifiée est polaire (resp. intérieurement polaire). 
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Enfin, on étend immédiatement aux surfaces de Riemann le 
théorème suivant de M. H. Cartan bar 

La limite d'une suite décroissante (ou d’une famille filtrante décrois- 
sante) de fonctions surharmoniques, bornées inférieurement dans 
leur ensemble sur tout compact, est une fonction quasi surharmonique 
(c'est-à-dire supérieure ou égale, et quasi partout égale à une fonction 
surharmonique déterminée). 

En effet, soit 9 cette limite ; la régularisée semi-continue inférieu- 
rement de 9 est localement surharmonique, et l’ensemble des points 
où elle diffère de w est localement polaire. 


11. Problème de Dirichlet généralisé (''). — Nous sommes main- 
tenant en mesure d'étendre les résultats du n° 7 à un domaine rela- 
tivement compact D quelconque. On sait en effet que les points 
irréguliers de la frontière de D forment, dans chaque cercle 
paramètre, un ensemble polaire, d'ailleurs réunion dénombrable de 
compacts, ce qui permet de construire localement une fonction 
harmonique qui tend vers + oo aux points irréguliers. On en déduit, 
par une application du procédé alterné analogue à celle du n° 
précédent, l'existence d’une fonction harmonique h > o dans D qui 
tend vers +o en tout point-frontière irrégulier. On considérera 
alors les familles plus générales %; (resp. 3) des fonctions u (resp. 
v) qui vérifient lim sup u  f (resp. lim inf v > f) seulement aux 
points réguliers. Les enveloppes sont les mêmes, car si ue, u — ches; 
pour tout «>o. Le théorème du n° 7 montre encore que toute 
fonction continue bornée est résolutive ; on a encore une représenta- 
tion intégrale de la solution, au moyen de la mesure harmonique. 

Dans ces conditions, on peut faire sur les surfaces de Riemann 
comme dans le plan ou l’espace toute la théorie de la mesure 
harmonique des ensembles, des ensembles négligeables et absolument 
négligeables (‘*). ; 

Nous nous bornerons ici à signaler l'énoncé suivant: 

Pour qu'un ensemble E fermé dans un domaine D soit polaire, 
il faut et il suffit que l’une des conditions suivantes soit remplie : 

a) E est de mesure harmonique (extérieure) nulle pour D-E, 

b) tous les points-frontière de E sont irréguliers pour D-E, 

c) toute fonction harmonique bornée dans D-E est prolongeable 
harmoniquement sur E. 


(11) Un lemme de M. Brexor [4] permet d’atteindre le cas général sans passer par l’in- 
termédiaire du procédé alterné. 


(#2) M. Brexor [3], [4]. 


CHAPITRE II 


SURFACES HYPERBOLIQUES. FONCTION DE GREEN. 
POTENTIEL. 


I. — Surfaces Hyperboliques 


4. Soit K un compact non polaire d'une surface de Riemann S. 
L’enveloppe supérieure des fonctions sousharmoniques u dans S-K 
qui sont < 1 et ont une limite supérieure < o en tout point-frontiére 
de K (ou simplement en tout point-frontière régulier de S-K) est 
une fonction harmonique o (l'harmonicité se démontre de la même 
façon que celle de H? pour le problème de Dirichlet). Comme la 
fonction o appartient à la famille, on a 0 w << 1. 

Si S est un domaine relativement compact d’une surface de 
Riemann S*, w n’est autre que la mesure harmonique, par rapport 
à S-K, de la frontière l de S. Dans le cas général, on dit souvent 
que w est la mesure harmonique de la «frontière idéale » de S par 
rapport à S-K (‘°). 

Si S, est une exhaustion de S telle que S, > K, et si w, = HE, 
avec o,—0 sur la frontière de K et o,— 1 sur la frontière ae Sy 
w — lim w,. En effet, la suite (w,) est décroissante ; chaque w, majore 


ie 
toute fonction u de la famille considérée, et lim w, appartient à cette 
famille. 

Il est bien évident que si une fonction u sousharmonique dans 
S-K vérifie u << M partout, et lim sup u<m<M en tout point 
frontière (régulier) de S-K, on a dans S-K 


(1) u<m-+(M—m)o. 
2. Classe C,. — La fonction w étant positive, elle est soit identi- 


(1?) Cette définition de w a été donnée également par M. Oursuxa [1]. 


A à ae’ 


x IN > L 
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quement nulle, soit = 0 dans une composante connexe de S-K. 
Selon que l’une ou l’autre de ces circonstances se présente, on dit 
que la frontière idéale de S est de mesure harmonique nulle ou > 0, 
ou encore que S est parabolique ou hyperbolique. 

La distinction ainsi établie ne dépend pas du compact K choisi. En 
effet, soient K et K’ deux compacts non polaires, w et w’ les fonctions 
correspondantes. Supposons d'abord K c K’. La fonction wo’, 
prolongée par o dans K’, sauf aux points-frontière irréguliers de S-K’, 
où on la prend égale à sa limite supérieure dans S-K’, est sous- 
harmonique ; elle est nulle en tout point-frontière régulier de S-K, 
car si un tel point est sur la frontière de K’, il est a fortiori régulier 
pour S-K’. On a donc w <w. D'autre part, si m(< 1) est le maximum 
de w sur un compact contenant K’ à son intérieur, on a, d'après 
l'inégalité (1), o << m--(1 — m)w’. Par conséquent, » — o entraîne 
wo’ —0 ; w —0 entraîne ow << m<1, d'où 6 L mo, o LO, et fina- 
lement w— 0. S'il n’y a pas inclusion, on comparera à K u K’. 


En particulier, on voit qu'on peut se borner à considérer des 
compacts K à frontière très régulière. 


Dérinition. — Nous appellerons €, la classe des surfaces de 
Riemann paraboliques. 


CONDITION NÉCESSAIRE ET SUFFISANTE D’HYPERBOLICITE (M. Brelot). 
— Pour que S soit hyperbolique, il faut et suffit qu'il existe une fonction 
surharmonique >> non constante (*). 

En effet, soit v une telle fonction, K un compact non polaire. On 


peut toujours s'arranger pour que inf v=o, min v=t. La 
s K 


fonction sousharmonique u— 1 —v appartient alors a la famille 
considérée plus haut, et elle est >> en certains points de Sale 
donc w > 0. 

Inversement, si vw est >> 0, on a vu plus haut qu'on peut la prolonger 
sousharmoniquement à la surface entière, de façon qu'elle reste com 
prise entre o et 1; on en déduit la fonction surharmonique annoncée. 

Principe du maximum pour les surfaces paraboliques : Si =O, 
l'inégalité (1) exprime le fait suivant : Si K est un compact de S, et 
si u, sousharmonique dans S—K et bornée supérieurement, vérifie 
lim sup um en tout point frontière régulier, on a um. 

Réciproquement, la validité du principe du maximum entraine 
la nullité de w. 

(*) Ce critère a été donné par M. Brecor dans une conférence au séminaire d'Analyse 
(Paris, mai 1450). 
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3. Domaines hyperboliques ou paraboliques. — Soit D un domaine 
de la surface de Riemann $, tel que D ne soit pas compact et [D 


ne soit pas polaire (nous dirons souvent, pour abréger, que D est un 
« domaine non compact »). Les fonctions sousharmoniques u dans 


D qui sont < 1 et vérifient lim sup u(p) < 0 en tout point-frontière 
P>4 
(régulier) de D ont encore une enveloppe supérieure harmonique 


w comprise entre o et 1. La fonction w est en somme la mesure har- 
monique par rapport à S de la « portion de frontière idéale de S » 
contigué à D. 

Comme plus haut, on voit que la fonction © est la limite des 
fonctions analogues relatives aux ouverts DnG, lorsque G est 
un domaine relativement compact qui tend vers S. Siw — 0, on dira 
que D est parabolique ; siw > 0, que D est hyperbolique. 

La condition nécessaire et suffisante pour qu'un domaine soit 
parabolique est que le principe du maximum y soit valable. Si le 
domaine est hyperbolique, on a, avec les mêmes notations, l’iné- 
galité (1). 

Si D’ ne diffère de D que sur un compact, les deux domaines 
ont même type (démonstration tout à fait analogue à celle du n° 
précédent pour l’invariance par rapport à K). Si D’c D, et si D est 
parabolique, D’ l’est aussi; si D’ est hyperbolique, D l’est aussi. 
En particulier, si SeC,, tout domaine est parabolique. 

Dans la plupart des cas, les domaines D considérés seront très 
réguliers ; w s’annule alors régulièrement à la frontière C de D, et 
la propriété pour un domaine d’être hyperbolique s'exprime de la 
façon suivante : il existe dans D une fonction harmonique bornée 
non constante nulle sur C. 


2. — Fonction de Green. 


4. Définition. — Soit S une surface de Riemann ouverte. Consi- 
dérons tout d'abord sur S un domaine relativement compact, D, 
de frontière F. Quel que soit geD, il existe dans D une fonction de 
pole q, c'est-à-dire une fonction harmonique > o dans D —{q}, 
ayant en q un pôle logarithmique d'ordre 1, et s’annulant en tout 
point régulier de F. On peut la construire au moyen du procédé 
alterné, ou de la façon suivante, qui présente l'avantage de la ratta- 
cher directement à la notion de mesure harmonique : supposons D 


>) oo 
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très régulier, et soit ¢ un paramètre local en q, tel que {(g)— 0, et 
que is cercle V,—}$\t|< 1{soit complètement intérieur à D ; soit 
V,=iit}< e7*}, et C, la frontière de V, (A entier > 0). Soil , la 
mesure harmonique de C, par rapport à D — V,, et h,=ko,. On 
voit aisément que A, majore u — log ï dans V, — V,, de sorte que 
he, > hy dans D — V,. Une double application de la formule de 
Green (à A, et w,, puis A, et uw) montre que: 


(2) f 


y Co 


dh, 


y 


Does € . ite 
a : LES Leer POSE (9—arg t) 


de sorte de A, ne peut tendre vers + co. h==lm À, est alors la 
k 


fonction de Green cherchée : elle s’annule sur F, étant majorée dans 
D — V, par Mo,, où M = Max h; elle a un pôle logarithmique d'ordre 
c 


ren q, car À—u—lim (A, = u) est régulière dans V,. Nous la note- 
rons g(p, 7; D). On sait qu'elle est symétrique en p et q: 


5. Les domaines D très réguliers et contenant q forment un 
ensemble filtrant croissant pour l'inclusion, et g croît avec D. Par 
conséquent, la limite des fonctions g(p,q; D), quand D tend vers 
S en décrivant l’ensemble précité (ou simplement une exhaustion 
(S,) de S) est, soit la constante + co, soit une fonction g(p, q) 
harmonique > o dans S—fq i ayant un pôle logarithmique d'ordre 
Ten q. 

L'existence ou la non-existence d’une fonction de Green de pôle q 


ne dépend pas de q. En effet £) 


THEOREME (Myrberg). — La condition nécessaire et suffisante pour 
qu'il existe sur une surface de Riemann § une fonction de Green de 
pôle q (pour un point qé5 ou pour tout q) est que S soit hyperbolique. 

Si g(p, q) existe, c'est une fonction surharmonique > o, donc S 
est hyperbolique. Inversement, supposons que S Je soit; si D, est 
un domaine relativement’ compact trés régulier, de frontière C,, 
et contenant q, et D un domaine analogue, de frontiére G, tel que 
D,cD, soit 9 = g(P; 9; D), et wp la mesure harmonique de C 


par rapport à D—D,; la formule de Green montre que 


fs SRE on 
ae Ov si é 


(5) P. J. Myreerc [1]. 
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de sorte que si lim wp—w(> 0 par hypothèse), on a: 


eee 
ACLPE ds < 27; 
donc gp reste finie ("*). 

D’ailleurs, la construction de g comme limite des fonctions h,, 
donnée au n° 4 pour un domaine relativement compact, s'étend 
immédiatement aux surfaces hyperboliques, h, y étant définie par 
h,=k(1 —w}), où vw; est la mesure harmonique de la frontière 
idéale de S par rapport à S— V,. Pour constater la convergence 
de À,, il suffit d'étendre au cas présent l'inégalité (2), qui résulte de 
l'inégalité initiale par passage à la limite, quand D tend vers S. 


6. Comportement de la fonction de Green à la frontière. — Il résulte 
de la définition même de la fonction de Green que g(p, q) existe s'il 
ya sur S des fonctions A harmoniques >> 0 sur S—fq}, ayant en q 
la singularité indiquée ; c’est alors la plus petite de ces fonctions, 
car pour tout D relativement compact de 8S, g(p, g; D) minore 
toute fonction À. 

Cette propriété minimale s'exprime encore de la façon suivante : 


THÉORÈME 1. — Si une fonction u sousharmonique sur S est 
majorée sur S (ou hors d’un compact) par kg(p, a) (k> 0, a fixe 
sur S), on au<o. Il en est de méme si u, sousharmonique hors 
d’un compact K, satisfait à la méme condition de majoration, et à 
lim supu(p)< o pour tout point-frontière q de K régulier pour S —K.. 

p>q 


En effet, soit D très régulier, relativement compact, contenant a 
et éventuellement K ; on a dans D (ou D-K): 


u(p) <Alg(p, a)—g(p, a; D)], 
de sorte qu'à la limite u < o. 

Pour 10, appelons alors D,, le domaine de S défini par 
g(p, a) >, et C,, sa frontière (ensemble des courbes de niveau 
g(p, a)—)). 

THÉORÈME 2. — Le domaine D,, est relalivement compact ou 
parabolique. 


(15) Cette démonstration, qui simplifie celle que j'avais donnée dans les Comptes 
Rendus, 230, p. 709, est à peu près la même que celle de K. [. Virtanen [1]. Voir aussi 
P. J. Myaserc [1], R. Nevaxzixxa [3], L. Santo [4], M. Oursuxa [1]. 
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Ne oT , . . 

Si D,, n'est pas compact, soit w la mesure harmonique de sa 
« frontière idéale » ; la fonction w, prolongée par o hors de D, ,, 
est sousharmonique dans S ; si & désigne la fonction prolongée, on a 


Mai 
D < 3 9(p; 9). de sorte que & est < 0, donc nulle. Ainsi o =o. 


7. Problème de Dirichlet extérieur. — Soit K un compact non 
polaire d’une surface de Riemann S. Si S est parabolique, le problème 
de Dirichlet relatif à S — K est soluble dans les mêmes conditions 
que pour un ouvert relativement compact, du fait de la validité du 
principe du maximum. Si S est hyperbolique, une fonction harmo- 
nique dans S — K n'est pas déterminée par les valeurs qu'elle prend 
à la frontière de K (on peut déjà lui ajouter un multiple quelconque 
de w), mais elle le sera si on lui impose en outre de s’annuler à la 
frontière idéale. Précisons d'abord ce qu'il faut entendre par la: 


Dérinition. — On dit qu’une fonction harmonique h, définie hors 
d'un compact K d'une surface de Riemann hyperbolique 5 est associée 
à zéro à la frontière idéale lorsqu'il existe un point a€S et une constante 
k>o tels que |h(p)\ << kg(p, a) au voisinage de la frontière idéale 
(c'est-à-dire hors d'un autre compact). 

D'après le principe de Harnack, la condition imposée est remplie 
pour tout a (avec un k convenable) dès qu'elle l'est pour un seul. On 
peut encore lui donner la forme suivante : Soit Q un compact de 
S, wg la mesure harmonique de la frontière idéale par rapport à 
S—Q; pour que h soit associée à zéro, il faut et il suffit que 
|h| < A(1 —wQ) au voisinage de la frontière idéale (pour voir l’équi- 
valence et l'indépendance vis-à-vis de Q on appliquera l'inégalité 
(1) du n°1). 

Soit alors F la frontière de notre compact K non polaire, et f une 
fonction réelle donnée sur F. Le problème de Dirichlet extérieur 
consiste à trouver une fonction harmonique h dans S — K qui prenne 
sur F les valeurs f (plus généralement, qui vérifie lim inf f< lim 
inf h< lim sup À< lim sup f en tout point frontière régulier) et 
qui soit associée à zéro à la frontière idéale. Lorsque f est continue, 
une telle fonction, si elle existe, est unique, d’après le théorème 1. 

On peut adapter au cas présent la méthode de Perron-Breiot. 
Soit G, la famille des fonctions u définies et bornées supérieurement 
dans S — K, sousharmoniques ou égales à — 0 dans chaque com- 
posante connexe, et satisfaisant aux conditions suivantes : il existe 


k et a (dépendant de u) tels que u(p)<kg(p, a) dans S—K; 
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lim sup u(p)<f(q) en tout point frontière q de K régulier pour 

ok On pose Lame Nt u(p). Si HS-*~=+ oo, c'est une 
ui 

fonction harmonique. On définit de même la famille Gs» et l’en- 

veloppe Ho v appartient à G, si —v appartient à la famille Gi 

relative à — f. 

On a uv pour toute ueb, et toute veG,, car u—v est soushar- 
monique dans S — K, de limite supérieure < 0 aux points frontiéres 
réguliers, et minore kg (a, p). Donc He Dons Si ces deux 
fonctions sont <  æ et égales, on dit que f est résolutive, et la 
valeur commune H°-* sera la fonction de Wiener relative à S—K 
et f. 

Comme dans le cas classique, on voit que si qeF est régulier pour 
S — K, et si fest bornée supérieurement, 

lim sup H°=K(p) < lim sup f(r). 

peS—K, p>q rEF,r > q 
Par conséquent, si f est continue bornée sur F, elle est résolutive, 
car si |f|<B, H°-* et H°$ sont bornées en valeur absolue par 
B(1 — ); leur différence est donc associée à zéro et de limite nulle 
en tout point régulier, donc nulle (théorème 1). H°—$ est la solution 
du problème de Dirichlet extérieur. 

Si f est semi-continue inférieurement et bornée inférieurement, 
HŸ* est l’enveloppe supérieure des H5 pour les g continues 
bornées < f, car cette enveloppe appartient à G,, d'après l'inégalité 
ci-dessus rappelée. Donc, si HS + co, f est résolutive, car 
H§~* majore toute H}—*; de plus H$~“ est associée à zéro, car si 
Q est un compact très régulier contenant K à son intérieur, et de 


frontière C, on a dans S—Q HS <M(1 —g), où Re 


H°*, puisque cette majoration est valable pour toute ety” 

Enfin, pour f quelconque, HS~* est l'enveloppe inférieure de He 
pour les © semi-continues inférieurement, bornées inférieurement, 
qui majorent f. Elle est donc associée à zéro, dès qu'elle n’est pas 
infinie (on supposera d’abord f > 0). 

Ces résultats permettent une représentation intégrale de la 
solution de Wiener ; HE p)=/,fdu,. La masse totale de uw, nest 
plus égale à 1, mais à 1 —w(p). 

On peut également définir (au moins pour f continue ou semi- 
continue) Hoan au moyen d’une exhaustion. Par exemple, soit 


MOYENNES DES FONCTIONS HARMONIQUES ET ANALYTIQUES 123 


f >0, continue ou semi-continue inférieurement, et soit (S,) une 
exhaustion de S, dans laquelle chaque S, est un domaine relati- 
vement compact très régulier, de frontière l,; on suppose que 
S, > K. Si l'on appelle /, la fonction égale à f sur F, à o sur I, il 
est visible que Hi*~* croît avec n, et est < H°7*; d'autre part, on 
constate aisément que sa limite appartient à la famille supérieure 
G;- Done H$-*=lim H}-*. On passe ensuite à f de signe 
quelconque. its 


8. Extension à un domaine «non compact » quelconque. — Soit D 
un domaine à fermeture non compacte, dont le complémentaire n’est 
pas polaire. S'il est hyperbolique, on pourra dire qu'une fonction 
harmonique bornée h dans D s’annule à la frontière idéale de D si 
elle satisfait à la condition (3) |h| << k(1 — w), où w est la fonction du 
ne. 

On peut alors, comme au numéro précédent, définir les familles 
G; et G,, la condition exprimée au moyen de la fonction de Green 
étant alors remplacée par u < A(1—w) (resp. v > —A(1— ®)). On 
obtient ainsi les enveloppes H°° et H? et éventuellement la fonction 
de Wiener H?, qui ont les mêmes propriétés que les HS—*, sauf peut- 
être celle de vérifier (3). En effet, le raisonnement fait précédem- 
ment n'est plus applicable. Toutefois, on aura la majoration indiquée, 
au moins hors d’un compact, lorsque la frontière F de D est 
compacte, ou lorsque f est bornée. 

Pour les mêmes raisons que plus haut, H°(p) admet une repré- 
sentation intégrale. Enfin, si f est semi-continue inférieurement et 
> o, on voit que = lim > nat pour toute exhaustion (S,)de D, 


n > 


f, valant f sur Fn S, et o ailleurs. 


Domaines à frontière très régulière. — Si D est limité par des 
courbes très régulières, la solution du problème de Dirichlet exté- 
rieur (ou ordinaire, s’il s'agit d'un domaine parabolique) peut 
s'exprimer au moyen de la fonction de Green de Di. 

Considérons par exemple un domaine D limité par un ensemble 
localement fini de courbes analytiques ou suffisamment différen- 
tiables ; soit (S,) une exhaustion de S par des domaines du même 
genre, tels que Dn §, soit toujours connexe. Soit C la frontière de 


D, I, celle de S,, et G,—Cn S,; soit g(p, q) la fonction de Green 


(5) Cf. R. Nevanzinwa [6]. 
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de D, gp, q) celle de Dn S,° Soit alors A une fonction harmonique 
>o dans D, continue dans D, h, la fonction harmonique dans 
DS, qui prend les valeurs A sur C,, o sur F,n D; si n>, 
h,(p) > H®(p). Or, la formule de Green nous donne pour aeD 


ie dGn( Pr a) ale intérieure 
Adaya ed, MP) es ds (> norm ) 
d’où pour m <n: 
I O9n( Ps 4) 
ps h( p) SL ds < h,(a 
hala) <3 AG) SET ds < h,() 
En faisant tendre n, puis m, vers l'infini, on obtient : 


DNS LS (pes 09(P;0) 
RO =— | pe 


. . dg(p,a 
Par conséquent, si f sur C est sommable par rapport à MPD as, 
elle est résolutive et la fonction de Wiener correspondante est donnée 


par 3 
OP OS 


Remarque. — Dans le cas d’un domaine D parabolique, il est 
intéressant de noter que les résultats ci-dessus nous donnent, lorsque 
h est harmonique bornée dans D 


ha) wf Mp eas 


(on aurait >, pour À bornée inférieurement). 

D'autre part, en appliquant ceci à h—=1, on voit que: La condi- 
tion nécessaire et suffisante pour qu’un domaine « non compact » très 
régulier D de frontière C soit parabolique est que, pour aeD: 


FE Da = ne 
Cc ov =, > 


2. — Potentiels. Fonctions surharmoniques (‘°). 
9. Potentiels. — Soit S une surface de Riemann hyperbolique, 
g(p, q) sa fonction de Green En prenant g(p, q) comme fonction 


(7) Cf, H. Cartan [1], [2], M. Breuor [3], [4], L. Autrors [4], R. Baver [1], 
Kuramocat [1]. 


portée par un compact, € 
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fondamentale, on peut édifier sur S une théorie du potentiel analogue 
à celle de l'espace R" ou d'un domaine admettant une fonction de 
Green. Cette possibilité repose essentiellement sur le fait qu'une 
surface de Riemann est réunion dénombrable de compacts, et sur le 
comportement de g à la frontière (théorèmes 1 et 2). 

Nous nous bornerons ici à rappeler les principaux résultats et à 
indiquer leur démonstration si elle diffère de celle de la théorie 
classique. Le potentiel d’une mesure de Radon positive p» est la 
fonction U*(p) =f g(p, q)dv. (q). U est > o et semi-continue infé- 
rieurement. Si elle n’est pas partout infinie, elle est surharmonique. 


En effet, soit aeS, et €, la distribution de masses — = 
an y 


sur C,, (notations du n° 6); U‘*\—inf(r, g(p, a)), d’après le 
théorème 2 et la remarque qui termine la section précédente. De ce 
fait, et en raison de la loi de réciprocité : 


J'U*d., \ ER Adu < U"(a); 


si À est assez grand pour que D,,, soit simplement connexe, on 
retombe sur le critère local bien connu de surharmonicité. De plus, 
UF est harmonique dans tout ouvert de » mesure nulle. 


Comportement d'un potentiel à la frontière. — Si U" n'est pas 
identiquement infini, son comportement est analogue à celui de la 
fonction de Green. On a en effet : 


Tuéorème 12%, — Une fonction u sousharmonique dans S et 
majorée par U" est <o. 

Supposons tout d’abord y. portée par un compact K. Soit D un 
domaine relativement compact contenant K ; d’aprés le principe de 
Harnack, il existe, pour a¢K, une constante k telle que 


IP 9) <kg(P» a) 
quels que soient qeK et pe [ D. Done U"(p)< ku(K) 9( p, 4) hors 


de D, ce qui entraîne le résultat indiqué (théorème 1). | 
Si u est quelconque, soit (S,) une exhaustion de S, u, la restric- 
tion de y à S,, et Bn =P —— ne Quand n—, U®, tend en croissant 
Durs TE cet bene On 8 Ur. -on-a u — Ur < Ur; or yp, est 
t u—U" est encore sousharmonique, de 


sorte qu'on a u UF, et, à la limite, u< 0. 
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On est déduit immédiatement le : 


Tutortme 2°, — Quelque soit & > 0, Vouvert {Ur > e} est rela- 
tivement compact ou parabolique. 


40. Formules de Gauss et de Poisson. — Détermination des 
masses par les potentiels. — Soit D un domaine relativement 
compact, très régulier, de frontière CSI le potentiel UF d’une 
distribution positive 4 est continuement différentiable au voisinage 


de C, on a, en intégrant la formule : : [re hee I, pour 
p parcourant C, et geD 27 JG %i 


tu 
D)= + [as (formule de Gauss). 
27 Cc dy; 


Si U" est deux fois continument différentiable, on a la formule de 
Poisson : 


LD = —— AU"ds (ds étant l'élément d’aire dans le plan 
2T./Dp 


du paramètre). 

Dans le cas général, on peut déterminer la masse située dans un 
ouvert au moyen de la méthode de F. Riesz(‘*), en introduisant 
les flux généralisés. 

Il en résulte que si deux mesures de Radon ont même potentiel 
(ou des potentiels qui diffèrent d’une fonction harmonique) elles 
sont identiques. 


11. Représentation potentielle des fonctions surharmoniques. — 
Le théorème fondamental de F. Riesz est encore valable sur une 
surface de Riemann : 


Tutortme. — Soit f une fonction surharmonique sur une surface de 
Riemann hyperbolique S. Il existe une mesure de Radon positive y. et 
une seule telle que, pour tout compact K, la restriction de y. à K ait un 
potentiel dont la différence avec f soit harmonique à l'intérieur de K. 
Si UŸ n’est pas identique à + 2%, f — U* est harmonique ; c’est la plus 
grande minorante harmonique de f. 

Soit (V,) une famille dénombrable de « cercles » recouvrant S. 
Dans chaque V,, le théorème de Riesz permet d'associer à f une 
mesure p.,; 81 V,, 9 V, 9, vm et u, y coincident, puisque la masse de 


C9) IF. Riesz [1], M. Bretor (Act. Sei. Ind., n° 139, Hermann, 1934), T. Ravo [2]. 


— == 


| 
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tout ouvert, pour y, ou #,, se détermine au moyen du flux généralisé 
de f. Par conséquent, les mesures , définissent sur S une mesure 
de Radon y (« principe du recollement des morceaux »). 


On peut également remarquer que la mesure y est donnée par 
i 
du = — dr, lorsque f est deux fois continument différentiable ; 


si f est quelconque, la formule ci-dessus est encore valable, Afds 
étant alors une distribution-forme différentielle de L. Schwartz. 


Si 2x) est la restriction de ua K, f — U*® a dans K un flux nul 
a travers toute courbe ou ensemble de courbes C qui est un bord, 


donc est harmonique dans K : lorsque K tend vers S, les fonctions 
f— U*® forment un ensemble filtrant décroissant, leur limite est 
— oo si U*— + oo, et f — UŸ dans le cas contraire; h—f— U* 
est alors harmonique dans S, etil résulte immédiatement du théorème 
1°*, que toute fonction harmonique (ou sousharmonique) dans § 
inférieure à f est aussi inférieure à h, 

En particulier : si f est surharmonique > o sur S, f—U"+k, y 
étant la mesure de Radon associée, et A une fonction harmonique 
positive. 

On a encore: la condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonc- 
tion surharmonique sur S soil le potentiel d'une mesure posilive est que 
sa plus grande minorante harmonique soit nulle. De ce fait, une 
fonction surharmonique positive inférieure à un potentiel est un 
potentiel. 


42. Extrémisation et balayage. — La possibilité d'étendre la 
théorie du balayage à une surface de Riemann a été signalée par 
R. Bader [1]. La méthode de minimum de Gauss-Frostman- 
H. Cartan (‘*) s'applique d’ailleurs sans modification, et conduit aux 
mêmes résultats que dans le cas classique, ce qui permet de définir le 
balayage indépendamment du problème de Dirichlet et de la notion 
de capacité. Mais comme il nous a fallu résoudre le problème de 
Dirichlet pour définir la fonction fondamentale, et comme nous 
avons déjà utilisé divers résultats concernant les ensembles polaires 
qui sont établis dans le plan au moyen de la théorie du potentiel, 
nous ne procéderons pas ainsi, et nous nous appulerons sur les pro- 
priétés des familles de fonctions surharmoniques, comme le fait 
M. Brelot dans son mémoire du Journal de Mathématiques [5}. 


(19) Cf. O. Frostman [1], H. Cartan [1], [2]. 
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Remarquons d’abord qui si E est un ensemble polaire d’une 
surface de Riemann hyperbolique 5, on peut toujours supposer que 
la fonction surharmonique associée (qui vaut æ sur E) est 
positive, et méme que c’est un potentiel. ; 

Soit donc S une surface hyperbolique, A un ensemble de points 
de S, et f une fonction surharmonique positive sur S. L'enveloppe 
inférieure des fonctions g surharmoniques positives sur S qui 
majorent f sur À est une fonction quasi surharmonique (chap. I, 
n° 10); sa régularisée f? majore f quasi partout sur A. C’est la plus 
petite fonction surharmonique >o ayant cette propriété, car Sl 9, 
majore f quasi partout sur A et si ¢ > 0, g,-+-cU" majore f sur A, 
si U“ est un potentiel associé à l’ensemble (polaire) des points ce 
A où g, << f. f% est appelée l’extrémale extérieure de f pour A (*). 

Les propriétés de l'extrémale extérieure sont les mêmes que dans 
le cas classique : f< est égale à f dans À, est harmonique dans [ A: 
elle croît avec f et A, et plus généralement si f< g quasi partout 
sur A, fi < g$ ; de même, si Ac B a un ensemble polaire près 
(c’est-à-dire si An [B est polaire), fi < ff. Si |f—gl<e, 
fs — gil<e, si f, tend vers f en croissant, (f,)¢ tend vers f<. 

Lorsque f est un potentiel U", ff, qui est plus petite, est 
également un potentiel U*4. u£ est le résultat du balayage extérieur 
de y. sur A. 

Si on prend pour A un compact K, on voit que f? est la fonction 
surharmonique égale à f sur K, sauf aux points-frontière irréguliers 
pour S—K, eta H*~* dans S — K (aux points irréguliers, elle vaut 
donc lim inf HŸ7*). En effet, la fonction f, ainsi définie majore f 
quasi partout sur K; d'autre part, si g est surharmonique > 0 
et majore f sur K elle appartient à la famille G, du n° 7, donc 
majore H°* dans S —K ; par conséquent, inf g et sa régularisée 
majorent f,. 

Pour A quelconque, on appellera extrémale intérieure de f pour A 
l'enveloppe supérieure des ff pour tous les compacts K contenus 
dans A. On la notera fi. C’est encore la plus petite fonction 
surharmonique > o sur S qui majore f à peu près partout sur A. 
En effet, soit ¢ une telle fonction; pour tout compact K c A, 
l’ensemble 19 a n K est intérieurement polaire et borélien, donc 
polaire (théorème de G. Choquet), de sorte que 9 > f¢; donc 9 > fi. 


(9) M. M. Brelot, à qui est due la notion d’extrémale (cf. Bull. Sci. Math., 68, 1944, et 
[5]) appelle f 4 l’extrémale de f pour ÇA. 


7) 2 
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ve ES un nee Eoaisniaans tt =} nA, ona 

Ji SJ > qui est donc polaire; {fi <<f} n A est donc 

intérieurement polaire. 

| Si f est le potentiel d'une mesure », fi est celui d'une mesure 

vu, qui est par définition le résultat du balayage intérieur de u. sur À. 
Lorsque fi — f\, leur valeur commune notée f, et appelée extré- 

male de f pour A. Cette égalité a lieu pour toute f si A est 

borélien, puisque l'ensemble {fi << f{nA, borélien lui aussi, est 

alors polaire. ; 

“aire que si ‘$ est la famille des ensembles boréliens B tels 


que An | B soit polaire, on a fi —inffs. En effet, fx < fg pour 
BER, 


tout Be ; d'autre part, l'ensemble B,— { *— f} appartient à la 
famille, et fn, — fi. 

Lorsque A est fixé, les extrémales fi et fx sont additives en f. 
On le voit aisément pour A compact, puisque alors f, vaut H}—* 
dans S—A, et f dans A sauf aux points-frontiére irréguliers pour 
S — A ; si fet g sont surharmoniques sur $, on a ainsi 


(f+ ga = fa + ga 


quasi partout, donc partout, On passe de là au cas de l’extrémale 
intérieure (donc de A borélien), puis au cas général en utilisant la 
remarque de l'alinéa précédent. 

L'additivité, et la continuité évidente de fi et fx par rapport à f, 
permettent une représentation intégrale ‘des extrémales. Comme la 
famille de fonctions (U*+ * — Ut: '}(aeS, N <<A< +00, avec Day 
compact) est totale (**), on voit que l’application f— fi(p), par 
exemple, induit sur l'espace vectoriel engendré par cette famille une 
forme linéaire qui se prolonge par continuité sur l’espace des fonc- 
tions continues nulles en dehors d’un compact ; elle définit donc une 
mesure de Radon positive »,, de masse totale <1, telle que 


Er) 


pour toute fonction surharmonique f continue et bornée. Pour 
passer au cas général, nous nous appuierons sur le lemme suivant : 


Lemme. — Toute fonction surharmonique f positive sur S est la 


(2%) H. Cartan [t], p. 80. Si fours Usa »')du = 0, quelque soit a, pour ret À 


assez grands, Us est harmonique, donc 4 — 0. 
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limite d’une suite croissante de fonctions surharmoniques continues et 


bornées. 
Supposons d’abord que f est un potentiel de Green UF. Pour 


1 > fixé, nous poserons /f;(p) =| 4 p..(9): Nous avons encore 
Alp) =f Ua) a, .(Q) = [U%*(g)du(q) =f gp. a)du(g). en 
posant 9,(p,q) —inf|g(p, q), 2]. On en déduit que f, est surhar- 
monique; en effet, pour tout aeS et tout nombre />o0, 


SAP), P= [far Ddu(g)de. (p)= ff 9p: 24a. P) aC) 
<fg(a gag) =f,(a)- 


D'autre part, la continuité en p de g,(p,q) est uniforme par 
rapport à geS. En effet, si p—p,, g(p, q), considérée comme fonc- 
tion de q, tend vers g(p,. q) uniformément sur tout compact de 
S—{p,}, d’après le théorème de Harnack. Si C est le bord d'un 
voisinage compact de p,, contenu dans D,,,,,., om aura 


CP; 9) — I Pu << € 
pour geC, dès que p appartiendra à un voisinage V, de p,; mais 
alors |g,(p, 9) — g,(p,, q)l est <€ sur toute la surface. Il en résulte 
que f, est continu, car soit un point a voisin de p, et tel que 


U"(a) < 00; si g(a, gq) >m>o sur C, ona 


€ 
Alp) —- fi(Po)| < = U"(@) 
pour peV.. 

Soit alors (S,) une exhaustion de S, et (2,,) une suite croissante 
de nombres positifs tendant vers + 00. Posons /f,(p) — f; (p) pour 
PES» et Sip) = HS pour peS —S,,. La fonction f, ainsi définie 
est surharmonique continue ; c'est d'ailleurs un potentiel de Green 
Ur. Elle est bornée par X,u(S,) ; pour n—> 2, elle tend en croissant 
vers f. 


Lorsque f= UF + A (h harmonique > 0), on posera 
fa = Ur + inf(h, nr). 


Il nous reste enfin à montrer que la mesure qui effectue la repré- 


sentation intégrale de fx(p)[resp. f'i(p)] est (e,)[resp. (e,)]. Cela 


résulte immédiatement de la formule de réciprocité 


gp, ga = g(q, pha(resp. g(g, p)i = g(q. p}à), 


rie =. d 
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qu on établit comme dans le mémoire cité de M. Brelot, en se rame- 
nant au cas de A compact. Si p et q appartiennent à S— A, on a 
en effet g(p, q)a —g(p, 9) —g(p, q: S — A), d'après la propriété 
extrémale de la fonction de Green. 

Plus généralement, on a encore sur une surface de Riemann 


J £Cp)dp(p) =] fp)dvs(p) et f fi(p)de(p) = [Ap)dui(p). 


43. Potentiels sur les surfaces paraboliques. — Sur une surface 
parabolique on ne peut définir des potentiels possédant toutes les 
propriétés indiquées plus haut (puisque, par exemple, une fonction 
surharmonique ne peut avoir de minorantesharmoniques). Toutefois, 
ou peut obtenir une partie des résultats précédents en parlant d'une 
fonction fondamentale h(p, q) de signe variable mais loujours symé- 
trique en p et q, harmonique en p pour q fixe et pq, et ayant en q 
un pôle logarithmique d'ordre 1. 

Pour établir l'existence de A(p, q), nous nous appuierons sur les 
deux faits suivants : 

2° Soit (S,) une exhaustion de la surface parabolique S, g,(p, q) 
la fonction de Green de S,. Pour q et q, fixes sur S, la famille des 
fonctions +,(P 3 q, 4) = InP» 7) — Jn Ps 4) est normale, d’après un 
lemme de Johansson [1] selon lequel les 1,(p; q, q,) sont bornées 
dans leur ensemble hors de tout voisinage de q et q,. De plus, la 
limite d’une suite partielle convergente est harmonique sur S sauf en 
gq et q,, où elle a les singularités de ;,, et est bornée hors d'un 
voisinage de ces points. Deux quelconques de ces fonctions limites 
diffèrent donc d’une constante, de sorte que, pour p, fixe, la suite 
(Pi > D) — tal Pui 4 Jo) Converge ; sa limite ;(p, p, : 4: 4,) n est 
autre que la partie réelle de l'intégrale normale de 3° espèce dont 
toutes les périodes réelles sont nulles. On peut encore dire qu’une 
suite partielle +,,(p; 7. 9,) est convergente, uniformément sur tout 
compact de 5 —q, q,}, dès qu'elle converge en un point. 

2° Lorsque p, et q sont fixes sur 5S, la famille des fonctions 
Ua(P 3 Por 4) —= GAP; 4) — 9,(p,, 7) est également normale. En effet, 
M. Heins[1] a montré qu'il existe des constantes 4, telles que les 
fonctions u,(p)— 9n(P, 4) — Un soient bornées dans leur ensemble 
sur tout compact S—fq}. Il en est alors de même pour les 4,, 
puisque 4,(P ; Per 9) = U(P) — Un Po): 

Prenons alors sur S deux points fixes p, ct g,. Par une double 
extraction, on peut trouver des en tiers n, > 2 tels que les suites de 
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fonctions Ya,(P 3 Por qo) et LP: Jor Po) soient convergentes. En 
remplaçant p et q dans la dernière, et en remarquant que 


Yn (CE ; do Po) = XP: : q; qo)s 


on voit que la suite y,,(p; 9, q,) converge pour p—p, et q 
quelconque, donc pour tout couple (p, q) de points de S. Posons 
alors hy(Ps 4) = nm P+ 9: Go) + Yau P 3 Por Fo) = Ine Ps 1) — In Por Jo): 
Pour k—> 0, h,(p, q) tend vers une limite h(p, q) qui satisfait à 
toutes les conditions indiquées plus haut, et en outre à la suivante : 
quand p varie seul, h( p, q) — A(p, q') reste bornée hors d’un voisi- 
nage de q et g'; autrement dit, le comportement de A(p, q) à la 
frontière ne dépend pas de q. 

La fonction A(p, q) n’est d’ailleurs pas déterminée de façon unique 
par ses propriétés, même si l’on tient compte de celle que nous 
venons d'exprimer. En effet, si u(p) est harmonique sur S, 


h*(p, q)=h(p, q) +-4(p) +49) 


possède les mêmes propriétés que À ; inversement, toute fonction 
qui satisfait aux conditions imposées à À peut être mise sous cette 
forme. 

Le potentiel —A d’une mesure (c’est-à-dire la fonction 
U*(p) =h(p, g)du(q)) ne sera donc en général déterminée qu’a une 
fonction harmonique près. Toutefois, si » est de masse totale nulle, 
U*(p) est déterminé à une constante près ; U*( p) — U*(p,) ne dépend 
pas de À. On retrouve là un résultat signalé par L. Ahlfors [4] pour 
les potentiels définis sur les surfaces closes. 


CHAPITRE III 


CLASSIFICATION DES SURFACES DE RIEMANN 
CRITÈRES HARMONIQUES 


= 


1. Fonctions harmoniques à moyennes bornées. 


4. Moyenne d'une fonction harmonique dans un ouvert annulaire. 
— Nous dirons, avec A. Pfluger [1], qu'un domaine relativement 
compact G d’une surface de Riemann S est un domaine annulaire si 
sa frontière se compose d’un nombre fini de courbes régulières, 
réparties en deux ensembles disjoints C, et C,. 

Dans un tel domaine G, nous appellerons x la fonction harmonique 
uniforme qui s’annule sur C, et prend sur C, une valeur constante 


ee ro) Fe ahs 
A> o choisie de façon que ‘fi ee 1 (y désigne la normale inté- 
Co 


rieure à G). Si y est la fonction harmonique conjuguée de x (en 


général multiforme), ceci s'écrit encore Lis 1 
Plus généralement, soit G un ouvert, limité par un nombre fini 
de courbes régulières, dont les composantes connexes G; (en nombre 
fini) sont des domaines annulaires ; nous dirons que G est un ouvert 
annulaire. Si nous appelons C, (resp. C,) la réunion des Ci (resp 
Ci) relatifs aux divers C;, nous pouvons encore définir une fonction 
zx associée à G, nulle sur C,, et valant A sur C, ; on aura, avec des 
notations évidentes, Es) 
FOUT 


Moyenne. — Nous appellerons moyenne dans G d'une fonction u 
sousharmonique dans G la fonction de i définie, pour o LA <A, par: 


mi) = mr, u; G) — f,_,udy. 


Si u est harmonique dans G, |u|" y est sousharmonique pour # > 1; 
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nous appellerons moyenne d'ordre x deu dans G la fonction : 
/ , |. 10 1/% 
mÜ)=m i; CN Là dy) . 


2. La moyenne d’une fonction harmonique étant linéaire, celle 
d’une fonction sousharmonique est une fonction convexe de x. Plus 
précisément, la moyenne d'ordre x d’une fonction harmonique 
possède les propriétés suivantes, établies par R. Nevanlinna [5] 
pour «a — 2. 


Tutortme 3. — Si u est harmonique dans G; m,(i, u) est une 
fonction convexe de À lorsque x >1; pour 221; m (à) ne peut étre 
linéaire que si u >> o est une fonction linéaire de x. 


ds == 0 


Si de plus u est nulle sur C, et vérifie la condition [ + 


on a m (x, uv) >>, l'égalité n'ayant lieu que pour w5— x lorsque 
GEST 

On peut toujours supposer u => o (en considérant au besoin la 
meilleure majorante harmonique de |u| dans G(),, 4,) = Sr 
pour 0, Là, LA). Si l’on pose pour simplifier m,—=m, on 
obtient, en dérivant deux fois, intégrant par parties, et appliquant 
l'inégalité de Schwarz : 


d'u du \ ? 
A4 M CET tits Cr) Es 
me [way taal [2 (2) à 


Le 0 


d'où la première partie du théorème. Si w =o sur C, et ii ae —. 
ouf , \/* Gale 

on a malo) =( At = ty) > 1 (inégalité de Hilder), d'où m,(.) =) - 

pour }>o. Quand «> 1, l'inégalité précédente ne peut se trans- 


t . Ou 
former en égalité que si ie est constant sur C,, donc égal à + 1, 
ce qui exige w— +2. e 
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Remarques : 1) m, (à) est linéaire si u (toujours harmonique dans 


G) est > o dans G, et est constante si de plus J ds =o, ce qui a 
Cy OY 


lieu en particulier lorsque u est harmonique sur toute la surface et 
que C, est le bord d’un compact. 


2) Pour x LP, M, (2) < Mg (A); la seconde partie du théorème est 
donc vraie dès qu'elle l’est pour 4— 1. Soit alors U, la meilleure 
majorante harmonique de |u| dans G(o, à): 


du 


= 
=~ | dv 


re aU 
mr; u)=mQ; U)—} | à ds: or 
Vv 


Joc, d 


Moyennes définies à partir de la fonction de Green: Soit G, un 
domaine relativement compact trés régulier de S, et a un point de 
G. Pour A assez grand, la partie de G, où g(p, a; G,) <A est un 


P : . 3 I 
domaine annulaire G, pour lequel la fonction x associée est — (A — g). 
on * 


On peut donc définir la moyenne d'une fonction u sousharmonique 
dans G, à partir de g; il est immédiat que la moyenne correspondant 
à la courbe de niveau g => est égale à la valeur en a de la meilleure 
majorante harmonique de u dans G,(4) = $g >2}. 


3. Fonctions a moyennes bornées. — Considérons, sur une surface 
de Riemann ouverte S, un domaine relativement compact 8, dont le 
bord C, est composé d’un nombre fini de courbes régulières, et qui 
n’a pas de «frontière intérieure » (nous entendons par la qu'aucune 
partie de C, n’est le bord d'un compact de S situé dans S—S,). 
Nous dirons pour abréger que S, est un domaine canonique, et nous 
appellerons exhaustion canonique une exhaution formée de domaines 
canoniques. 


Dérinition. — Soit u une fonction sousharmonique dans S—S, ; 
nous dirons que u est à moyennes bornées dans S — S,si pour tout 
domaine canonique S, > S, la moyenne de u dans Vouvert G=S,—S, 
reste bornée par un nombre k qui ne dépend que de S, et u. 

Si u est sousharmonique sur 5, et si la propriété indiquée est vraie 
pour tout domaine canonique $, (k pouvant varier avec S,), on dira 
que u a ses moyennes bornées sur S. 


ere , . . , 

Tuéorème 4. — La condition nécessaire et suffisante pour qu une 

fonction sousharmonique positive sur S soil à moyennes bornées sur 5 
est qu'elle y admetle une majorante harmonique. 
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En effet, si u sousharmonique > 0 sur S admet la majorante 


harmonique U, on a pour tout G—=S, —S, 


m,(r, u)<m,(x, U)=m,(o, U) MX u, 


donc u est à moyennes bornées. Réciproquement, supposons u à 


moyennes bornées sur S —S,, pour un domaine S, particulier ; soit 
Us, la meilleure majorante harmonique de u dans un domaine cano- 


nique S, > ao On a fc. Us, dy= |, Us, d=; udy<k; comme 

dfs dy — 1, on en déduit que min Us, < k, et, d’après le principe de 

Harnack, que max Us, < 4’, de sorte que quand S,—5S, Us, tend 
Co 


vers une limite finie, qui est la plus petite majorante harmonique u 
de u sur S(*'). 

Le théorème précédent montre que pour une fonction u sous- 
harmonique sur $ tout entière, la propriété d’avoir ses moyennes 
bornées sur S — S, est indépendante de S,. On pourra donc se 
borner à considérer des moyennes définies à partir des fonctions 
de Green; pour celles-ci, l'équivalence de la propriété indiquée 
et de l’existence d'une majorante harmonique est immédiate. 


4. Fonctions s'annulant sur C,. — Outre les fonctions soushar- 
moniques sur la surface entière, il est intéressant d'étudier celles 
qui sont définies sur S — S,, et qui s’annulent sur OS 


Tuéorème 5. — Pour qu'il existe des fonctions sousharmoniques 
positives dans S—S,, nulles sur C,, et à moyennes bornées dans 
S—S,, qui ne soient pas identiquement nulles, il faut et il suffit que S 
soit une surface hyperbolique. Les fonctions en question sont alors 
celles qui admettent une majorante harmonique. 

Soit y sousharmonique > o dans S—§,, nulle sur C,; soit S, 
un domaine canonique contenant S,, C—S,-—S,, xç la fonction 
associée, A, son maximum; soit enfin U, la meilleure majorante 


harmonique de u dans G. Une application simple de la formule de 
Green nous donne: 


i udyg = Ustye=— Ae f. idee | eas. 
0 Ci 


c, ov 


(7!) Dans toute la suite de ce mémoire, nous noterons à la plus petite majorante har- 
monique d’une fonction sous-harmonique u. 


dus: 


LE TEE] 
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doU : 
Orne et |, > croissent avec G; leur produit, à moins 
9 2 


d'être constamment nul, ne peut rester borné que si tous deux le 
restent, ce qui implique : 1° que S est hyperbolique (*?), 2° que 
pour S,—S, Ug tend vers une limite finie (lemme de Johansson). 

Inversement, si S est hyperbolique, Ag est <A<+to; si u 
admet une majorante harmonique U, on peut toujours supposer que 
celle-ci s’annule également sur C,, et dans ces conditions 


| aude < A f a as 
me Co OY 


Ci 


donc u est à moyennes bornées. 


5. Classes (HM,). — Soit S une surface de Riemann ouverte. 
Pour tout nombre + > 1, nous appellerons (HM,) la classe des fonc- 
lions harmoniques uniformes u régulières sur S et qui y ont leurs 
moyennes d'ordre x bornées, ou encore telles que |u* ait une majorante 
harmonique fu (ce qui revient au même, d’après le théorème 4). 
L'égalité jut vf <2%~'(ju*+|v|*) montre que (HM,) est un 
espace vectoriel réel; si a est un point fixe de S$, | ul|, —={[iu*(a)]"* 
est une norme sur (HM.,), et pour cette norme, (HM,) est un espace 
de Banach. En effet, soit (S,) une exhaustion canonique de S, telle 
que a€S,, et soit l, la frontière de S,; posons 


g(p, a; Sn) = gp; a): 


1 hs = [ & Beer as 
ra = Bim (Ce feet 
et l’inégalité de Minkowski pour les intégrales entraine a la limite 


ue, Jul +loll 


D'autre part, soit (uj) une suite de Cauchy dans (HM,); si nous 
désignons par U, , la plus petite majorante harmonique de |aj— ux ; 
cela signifie que U, ,(a) tend vers o quand j et k— =; d'après le 
principe de Harnack, U, (p) tend alors vers o uniformément sur 


On a 


(22) En effet, + — [ 6 ds tend vers J Re qui est nul ou > 0 selon que 
Ag co OY Co OY 


-0 
w — 0 Où w £0. 
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tout compact de S. Comme |u{(p) — u,(p)/* <U,4(p), la suite (u,) 
converge, uniformément sur tout compact, vers une fonction u har- 
monique sur S. Reste à voir que ue(HM,). Or. en vertu de la 
convergence uniforme, on a: 


ICO ?g(p: RS = lim | u,( pee sp. oN PD ee pen ul: 
Cn Ca 


la meilleure majorante harmonique de |u * dans $, a donc, lorsque 
n— oo, une limite finie. 

Nous considérerons également. après L. Ahlfors et L. Sario, les 
classes (HB) et (HD) des fonctions harmoniques uniformes sur S qui 
* sont bornées ou qui ont une intégrale de Dirichlet finie (c'est-à-dire 
telles que Ds(u) = [,\grad ufds < ©). On sait que ce sont égale- 
ment des espaces de Banach, si l’on prend comme normes sup \u( p)| 
dans (HB), [u(a)} + V/D(u) dans (HD). 

Il est évident que (HB) < (HM,) pour tout «. D'autre part, (HD) 
est contenu dans (HM,), car la condition Ds(u) < 2 signifie que la 
mesure de Radon y définie par du —|grad u|ds est de masse totale 
finie; or, on constate aisément que » est la mesure associée à la 
fonction surharmonique — u* dans la décomposition de F. Riesz ; si 
u(S) < oo, le potentiel de Green UF ne peut être identiquement infini, 
et par conséquent u” + UF est finie, harmonique et majore u*, donc 
ue(HM,) (*). 

Enfin, pour «< 6, on a |ul* < 1 + lu. donc (HM,) > (HM3). En 
particulier, (EM) contient toutes les classes de fonctions précédem- 
ment envisagées. Remarquons à ce propos qu'on peut encore définir 
(HM,) comme l'espace des différences de fonctions harmoniques 
peer: En effet, si |u| a une majorante harmonique U, on a 
u=U —(U —u); inversement, si uu, —u,, avec u, et u, harmo- 
niques et > 0, ona: |u|<u, +u,. 

Si ue(HM,), u* et ue admettent D: majorantes harmoniques 


u* =u etu—u", et on a u—w — w”. Cette décomposition de u 
en différence de fonctions harmoniques Potties posséde la propriété 
extrémale suivante : pour toute autre décomposition u=u, —u, (u, 
etu, >0), ona u’ <u, et u" <u,. Il en résulte que (HM, ) est un 
espace vectoriel eons: si u et v sont deux fonctions de (HM,), 


(8) Cela résulte encore d’une inégalité de R. Nevanurnna ((5], p- 6). 


pétisnt, ig 
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elles admettent dans cet espace une borne supérieure et une borne 
inférieure, qui ne sont autres que sup(u, v) et inf(u, v) Go 
Lorsque ue(HM,), (HB) ou (HD), il en est de même de wu’ et u”. 
Dans les deux premiers cas, c'est évident. Pour (HD) cela résulte 
du lemme bien connu suivant lequel une fonction harmonique dans 
un domaine relativement compact G a une intégrale de Dirichlet 


inférieure à celle de toute fonction continue dans G, continiment 
dérivable dans G sauf sur un nombre fini d’arcs ou de points, et qui 
prend les mêmes valeurs sur la frontière de G (**). En effet, soit 
ue(HD), (S,) une exhaustion de S, u! la meilleure majorante harmo- 
nique de u~ dans S,. Pour m <n, ona 


Ds (u,) < Ds,(u/) <Ds,(u*) < Ds,(u). 


Si m reste fixe et n—> 0, ceci nous donne Dg (u’) < Ds(u), d'où 
finalement Ds(u') < Ds(u) < 00. 


6. Classes (H,M,). — Soit S, un domaine canonique de S, de 


frontière C,. Les fonctions harmoniques uniformes dans S—S, nulles 
sur C, peuvent également étre rangées en diverses classes, selon que 
leurs moyennes d'ordre « sont bornées, qu'elles sont bornées, ou qu'elles 
ont une intégrale de Dirichlet finie. Nous noterons (H,M,), (H,B), (H,D) 
les classes «relatives » ainsi déterminées. Elles possèdent les mêmes 
propriétés que les classes « absolues » : si l'on y introduit des normes 
analogues aux précédentes, ce sont des espaces de Banach (*) ; elles 
vérifient les mêmes relations d’inclusion: (H,B)c (H;,M,) pour 
1<a< 8, (H,D)-(HM,). es 
Toutefois, si (H,M,) est contenue dans la classe des différences 
de fonctions harmoniques positives s’annulant sur C,, elle ne se 
confond avec cette dernière que lorsque S est une surface hyperbo- 
lique ; si S est parabolique, (H,M,) se réduit à la constante o, alors 
qu'il existe dans S—S, des fonctions harmoniques positives nulles 


sur G,. 


(24) Par abus de langage, nous moterons encore $ la plus grande minorante harmo- 


nique d’une fonction harmonique f (c’est — (— f)). 
€) Voir par exemple H. Wert [1], Farou (Fonctions automorphes, Paris, 1931), 


S$. Sroizow [1]. x 
(2) Pour avoir une véritable norme, il faut ici choisir un point a; dans chaque compo- 


= ig 2 1/a. 
sante connexe G; de S — So, et poser ||u||a = > IMC) 
A 
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Mais cette distinction n’a plus lieu pour > 1. Onaen effet : 


Tutortme 6. — Soit S une surface de Riemann ouverte, S, un 
domaine canonique de S, u une fonction harmonique dans 3—S, 
nulle sur C,, mais non identiquement nulle. Si pour « >1, |uf* admet 
une majorante harmonique, S est hyperbolique, donc ue(H, M,). 
olds — 1. Soit alors 
dy 


On peut toujours supposer que u vérifie i 


Co 
U une majorante harmonique de |u|’ nulle sur C,, et soit S, un 


domaine canonique contenant S,, et Ce ie Avec les notations 
déja employées, on a, en Biol compte de la propriété extrémale 
signalée dans le théorème 3 : 


AË< foudre < fude =: 


Il en résulte que Ag reste inférieur à iy x 
3, OY 


a—1 
is) , ce qui 


implique, comme nous l’avons déjà vu, que S est hyperbolique. 


7. Généralisation. Moyennes d'ordre ®; classes (HM,,) et (H,Mq). 
— Selon une idée de M. R. Nevanlinna [8], on peut généraliser la 
notion de moyenne d’ordre +, et la notion correspondante de classe 
(HM,), ou (H,M,), de la façon suivante. Soit ®({) une fonction 
convexe et strictement croissante de la variable réelle positive t, telle 
que P(o) — 0 (cette dernière hypothèse n'ayant d'ailleurs rien d’essen- 
tiel). Pour toute fonction sousharmonique positive u, on sait (?") 
que ®(u) est elle-même sousharmonique. Soit alors G un ouvert 
annulaire (cf. n° 1) d'une surface de Riemann $, x la fonction 
harmonique associée à G, u une fonction harmonique uniforme dans 
G. Nous appellerons moyenne de u dans G relativement à ® (ou 
moyenne d'ordre ® de wu dans G) la fonction de à définie, pour 
0<A<A, par 


ma(d) = ma ; u)=®""{ [,_, &(\a))dy)- 


La première partie du théorème 3 ne subsiste pas obligatoirement 
pour ce genre de moyennes. Toutefois, la propriété de minimum 
exprimée par la seconde partie est encore vraie ; en effet : 


(77) P. Moxrez [1], M. Breuor (Act. Sci. Ind., n° 139, Hermann, 1934). 
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4 = 9 bi e Q . 
Tuéortme 3°", — Soit u une fonction harmonique dans G, nulle sur 
*\du| 
C,, et telle que | ees 1. On a alors my(d; u) >, et l'égalité ne 
Col O¥ | 
peut avoir lieu que si ua, lorsque P(t) n'est linéaire dans aucun 
intervalle. 
La démonstration est fondée sur l'inégalité de Jensen: soit v. une 
PL. > ‘ 
mesure positive sur un espace compact E, fune fonction v.-sommable 


définie dans E, et } une fonction convexe pour toute valeur prise 
par f. Dans ces conditions, 


pn 


du. ®(f)dv. 
ra) J fay < fi (JS) Es (el 


fds fds 


Soit alors U, la meilleure majorante harmonique de |u| dans 
GQ) ={e <a}: ona Bf f,_,U,dy) < [ EU) = 0(mg (2). 


oU 
Or, je Lady [ > ds >>, car en tout point de C, 
r= Co 


dU; du 


ov > ov 
croissante. Enfin, l'inégalité de Jensen ne peut se transformer en 
égalité, lorsque f est continue, que si p est linéaire dans l’ensemble 
des valeurs prises par f sur le support de ; par conséquent, si ® 
n’est linéaire dans aucun intervalle, et si mg(A, u)==2, on doit 
avoir |u| sur fz—1} , done u=— x. 

Soit maintenant S, un domaine canonique. Si pour tout 
S, > ae ma(r, u; 8, = reste inférieur à une constante ne dépendant 
que de S, (ou encore si ®(|u|) est 4 moyennes bornées dans S —S§,, 
ce qui revient au même puisque Ags (£)—=-+ 00) nous dirons 


; done mg(2) >i, puisqu'on a supposé ® strictement 


que u a ses moyennes ® bornées dans S 248: 


Dérinition. — Nous appellerons (HMq) l'ensemble des fonctions 
harmoniques u définies sur la surface S tout entière et qui possèdent 
la propriété ci-dessus indiquée pour un (ou pour tout) domaine cano- 
nique S,. Si S, est fixé, nous appellerons (H,Mg) l’ensemble des fonc- 
tions harmoniques dans S—S§,, qui s’annulent sur le bord C, de S, et 
qui ont leurs moyennes d'ordre ® bornées dans S —S,. 


(28) J. V. L. Jensen [1], p. 186 ; A. Zyomunp [1], chap. tv. 
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En vertu du théorème 4 (n° 3), (HM@) est encore l’ensemble des 
fonctions harmoniques wu sur S pour lesquelles (|u|) admet une 
majorante harmonique. Quelle que soit D, on a 


(HB) e (HM4) = (HM,); 


en effet toute fonction bornée est a fortiori à moyennes bornées, 
d’autre part, si (|u|) est majorée par la fonction harmonique U, on 
a |u|< ~‘(U), et 6~*(U) est surharmonique, donc |u| admet une 
majorante harmonique. Toute fonction de (HM%) est ainsi la 
différence de deux fonctions harmoniques positives (dont on peut 
toujours supposer qu'elles appartiennent aussi à (HM%)). Soient 
enfin ® et Y deux fonctions convexes et croissantes dans 
foct<+o}; sid<¥, (HMy)c(HMg); 1 6 CP Chb+hk, 
(k, k, étant des constantes), (H My-)—= (HMg). 

La classe (H, M4) ne se confond pas en général avec celle des 
fonctions u harmoniques dans S—S,, nulles sur C,, et telles que 
(|u|) ait une majorante harmonique ; il en sera ainsi seulement si 
S est hyperbolique (théorème 5). Toutefois cette restriction est 
superflue pour une catégorie importante de fonctions 6. En effet: 


Tutorime 6°". — Soit P(t) une fonction croissante et convexe 


= wage 
pour t>o0 telle que lim + æ. Soit S une surface de 


t>-+ © 


Riemann, S, un domaine canonique de S. S'il existe dans S —S, une 
fonction harmonique u nulle sur C, et telle que ®(\u\) admette une 
majorante harmonique, la surface S est hyperbolique, el ue(H Mg). 

La démonstration est la même que celle du théorème 6, et utilise 
la propriété extrémale exprimée par le théorème 3 bis. 

Remarque. — En général, (HM;) n’est pas un espace vectoriel. 
En effet, si u et v sont harmoniques sur S et telles que (|u|) et 
®(|v|) soient des majorantes harmoniques, il n’en résulte pas 
forcément que (lu +v|) en admette une. Supposons par exemple 


que S soit le demi-plan {Rz >o}, et que u==~ log |) p(t) —e'. 


Il est facile de voir que e* < V2 R(z'?), donc que 


el V2 [RG'") +R est 


mais e™ (et a fortiori e*!"!) n’admet pas de majorante harmonique 
dans le demi-plan, car s’il existait une fonction A(z) harmonique 
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Th 
dans | Rz 2), tendrait pour z— oo, sur tout 
T pe ats) 
rayon argz— 94 Ne] < ne vers e=int (théorème de Julia- 


Carathéodory, sous la forme donnée par Landau et Valiron|1]), ce 


Biri 


qui est absurde, puisque Re — 


cos 8 
Pour que (HM,) soit un espace vectoriel, il suffit que 


@(2t) < A. &(C) 


pour ¢ assez grand, puisque ® est convexe. Dansle cas général, on peut 
considérer à la place de (HM,) l'espace vectoriel (HMj) engendré 
par (HM4): c'est encore l'ensemble des fonctions harmoniques u 
sur 5 phew lesquelles il existe une constante eo telle que 


8. Interprétation des fonctions de (HM,,) au moyen de l'unifor- 


misation (**). — Soit S une surface de Riemann ouverte, S son revé- 
tementuniversel. Saufendeuxcas exceptionnels (surfaces paraboliques 


simplement ou doublement connexes), S est une surface de Riemann 
hyperbolique, qu'on peut identifier au cercle unité 14 ZO NE Nous 
supposerons cette identification faite une fois pour toutes, et nous 


appellerons p(z) la projection de zeS sur S. Les automorphismes T 
du cercle unité qui satisfont à l'équation fonctionnelle p(Tz) = p(z) 
formentun groupe proprement discontinu G de substitutions linéaires, 
dépourvu de substitutions elliptiques, et les fonctions harmoniques 
(resp. analytiques) sur S correspondent d'une façon biunivoque 
aux fonctions harmoniques (resp. analytiques) dans }|z|<1 1} 
automorphes par rapport au grou pe ¢ G. Si ue(H Mg)s il est clair que 
u( p(2 )e(HMg)s; réciproquement, si » est une fonction harmonique 


dans S, automorphe par rapport à G, et telle que æ(|v|) admette une 


a 
majorante harmonique, V —(\v ) est elle-même automorphe (car 
V(T2) > V(2) pour toute Tec (3), de sorte que la fonction harmonique 
sur S à laquelle est associée v appartient à (HMg)s. Or, on sait 


que si lim #0 — +00, (HM,,)s est la classe des fonctions harmo- 


(2) Cf. R. Nevantrnna [8]. 
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niques représentables par une intégrale de Poisson-Lebesgue 


(1) =i < Les fade. 


on 1-+ r*— arcos (0 — 9) 


avec fe£,. Pour que la fonction (1) soit automorphe par rapport 
à G, il faut que f le soit, c'est-à-dire que f(T9)—/(9) presque 
partout, pour toute TeG (en posant arg(Te'?) — To, pour simplifier 


les notations). Si lim 0 < co, on peut remplacer ®({) par ¢; 


la fonction u(p(reït)) est alors représentable par une intégrale de 
Poisson-Stieltjes 


27 Fr 
—— ——— duo), 
(2) op 1-+r*— arcos (§ — 9) #9) 


où L est une mesure vérifiant du(To) = RS du(o) pour toute Te. 


2. Fonctions harmoniques positives et frontière idéale. 


9. Comparaison des classes (HM,) et (H,M3). — Il est intéres- 
sant de savoir si les espaces de fonctions harmoniques à moyennes 
bornées (resp. bornées, à intégrale de Dirichlet finie) dépendent 
des propriétés de S « à distance finie » ou ne dépendent que des 
propriétés de la surface « au voisinage de la frontière idéale ». Ceci 
nous amène à comparer les classes (HM,,) et (H, M4). Nous avons à 
ce sujet le théorème suivant : 


Tutorime 7. — Soit S sur une surface de Riemann hyperbolique, 
et S, un domaine canonique de S, de frontière C,. Il existe entre les 
fonctions harmoniques positives sur S et les fonctions harmoniques 
positives dans S —S, nulles sur GC, une correspondance biunivoque, 
linéaire, continue, croissante, et qui conserve la propriété pour une 
fonction harmonique d’être bornée, d’avoir ses moyennes d'ordre ® 
bornées, ou son intégrale de Dirichlet finie. Cette correspondance se 
prolonge aux différences de fonctions harmoniques positives ; elle 
applique (HMq) sur (H,Mg). En particulier, les espaces de Banach 
(HM,) et (H,M,) [resp (HB) et (H,B), (HD) et (H,D)] sont isomorphes. 


Démonstration. — Soit u une fonction harmonique positive sur S ; 


LRU 
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nous lui associerons la fonction à —u — HS—*», qui est nulle sur C, 
et qui vaut en quelque sorte wu à la frontière idéale, puisque la solu- 
tion du probléme de Dirichlet extérieur y est associée à zéro. Si 
(S,) est une exhaustion canonique de S, telle jue S, Sh uw est 
d'ailleurs la limite de la suite décroissante (HS), en notant u,, 
la fonction définie sur C, u C, qui vaut w sur CG, et o sur C,. ü est 


encore la plus grande fonction harmonique (ou sousharmonique) 
dans S —5S,, nulle sur C,. qui minore u. 


Inversement, soit v une fonction harmonique positive dans 
S—S, s’annulant sur C,. On sait que la fonction (v, 0) égale à v 
dans S—S, et à o dans S, est sousharmonique sur S ; nous allons 
voir que sa plus petite majorante harmonique v existe, c’est-à-dire 
que la suite des fonctions v, — HŸ: a une limite finie quand n— . 
Soit w, la mesure harmonique de C, par rapport à Shah ; comme 
S est hyperbolique, o == hm w, est > Oo au moins dans une compo- 


sante connexe de S —S,. Une double application de la formule de 
Green (à v, et w,, puis à v et w,) nous conduit aux égalités suivantes, 
dans lesquelles » désigne la normale intérieure à S, —S : 


va) 


ae FOV 
Pense Vn Sime sets 0 
Ë ov cs ov Ge. Ov 


puisque v, est harmonique dans §, ; 


fe 


ù 
MUR Sd | LP 
C,, ov Cn OY Co OY 


* , 0, <= ov à — 
Mais v, —v sur C,; par conséquent, af te dg ge = Cte. 
2 dw ow ow 
Comme v, >0 si vo, et ER ES sur C,, avec 0 € re sur 


L dw 
une composante connexe de C, au moins, | Danas est bornée, de 
0 


sorte que v, ne peut tendre vers + uniformément sur tout 
compact (*’). 


(2) On peut également définir v au moyen du procédé alterné de Scuwarz. Soit 

IS. Si v= v, un — HS v, = v-+HS—So, on voit à l’aide d’un lemme de 
Se St 5 = nn sr Ve wn? ; ément, la limite étant 
Sario ([3], lemme 2) que les suites (v,) et (wn) convergent uniformemen Ba 
la même dans Sj — S, . La fonction harmonique ainsi définie sur S majore (v, 0) mais 
est inférieure à toute majorante harmonique de cette fonction ; c’est donc v. 
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Les applications u — u et vv sont visiblement additives et crois- 
santes ; nous allons montrer qu elles sont biunivoques et réciproques 
l'une de l’autre. Il suffit pour cela d’établir que = uvet D=E0;: 
Tout d’abord, v < 5 entraîne v Cv 5 < 5, donc v — ©: si, 0 — 0, 
ONU AVDLE 020 4-0, 0 dou 0/0 et ait D —v. 
D'autre part, à <u, car u majore (uw, 0); ce qui précède montre que 
i à, donc (u— à) —0. Oru=o implique u—o, car cela équi- 
Vault waa? So. et u, définie sur S tout entiére, ne peut être associée 
à zéro à la frontière idéale que si elle est identiquement nulle (théo- 
rème 1). Par conséquent, u —u. 

Si u (resp. v) est bornée, ü (resp. v) l’est également, et a même 
borne. Si d({) satisfait aux conditions du début du n° 7, et si P(u) 
admet une majorante harmonique U, (uw) est majorée par U; inver- 
sement, si d(v) est majorée par V nulle sur C,, on a 


v<o-'(V) <0“); 


cette derniére fonction étant surharmonique et positive, 


(v, 0) < &-*(V) 
entraine v< @-"(V), ou (0) <V. Enfin, si Ds(u) < + w, 
Ds -s,(à) i également <-+ oo, et réciproquement; on a plus 


précisément, en posant M=maxu: 
Co 


(1) Ds(u) < Ds_a,(@) < Ds(u) + M’Ds_a,(w). 
Nous supposerons tout d’abord que S est un domaine canonique 
d’une autre surface de Riemann S*. Soit C la frontière des sus 
sur C, tandis que << u << ù + M(1 —w) dans S—S, (ceci est 


d’ailleurs vrai quelle que soit S). On en déduit que sur C 


dU _du _odù do 
d oy dv ra wv 
.dU du 
Or, Da =— fu, ds, Ds_3,(u) = — des dd fus 
+ Co C 


On a donc, puisque u > o, 
Ds(u) <Ds_3,(t) & Ds(u) —M fu un ds 
= Ds{u)+M fus ude < D(u) M [ ds. G. Q. F. D. 
Co v a Ov 


Lorsque S est quelconque, on applique (1) aux domaines d'approxi- 
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mation S,, et on voit sans peine que la double inégalité est encore 
vraie à la limite. 

La correspondance u—u s'étend de manière évidente aux diffé- 
rences de fonctions harmoniques positives, et ne cesse pas d’être 
biunivoque (car si à, —u,, u,—u,, et si 5, —5%,, v,—v,). Elle 
applique (HM,) sur (H,M4), puisque ve(HM,,) équivaut à (u\e(HMy), 
et que la propriété est vraie pour les fonctions positives : c'est donc 
un isomorphisme algébrique de (HM,) sur (H,M,) (resp. de (HB) 
sur (H,B), de (HD) sur (H,D)). Nous allons voir que c’est même 
un isomorphisme d'espaces normés. Pour cela, il suffit, d'après un 
théorème de Banach (*'), de montrer que c’est une application 
continue. Or, quand S—S, est connexe, c'est évident, parce que 
||a||, <|/a||, si les deux normes sont définies à partir du même point 
aeS —S,; dans le cas général, il existe donc une constante K, telle 
que | ja li K,||a|\|, ; pour les fonctions à intégrale de Dirichlet finie, 
la définition de |{u|/|p et les inégalités (1) montrent qu'on a encore 
lab Ko [lui 


Remarque 1. — L'application uu est également bicontinue 
sur toute boule de (HM,) ou de (H,M,) pour la topologie de la conver- 
gence uniforme sur tout compact. 

En effet, une boule de (HM,) est compacte pour cette topologie (*), 
et u—u, qui est biunivoque et visiblement continue, d’après la 
formule à — u — H$-®, est alors un homéomorphisme de la boule 
sur son image. En particulier, si une suite de fonctions positives 
v,€(H,M,) converge uniformément sur tout compact vers v, ?, tend 
vers 0, puisqu une suite convergente de fonctions harmoniques est 
nécessairement bornée sur tout compact. 


Remarque 1. — Soient S, et S, deux surfaces de Riemann hyper- 
boliques, V, (resp. V,) un «cercle » de S, (resp. S,), et S, la surface 
de Riemann symétrique de S, (c’est-a-dire définie par le paramétrage 


conjugé). On peut raccorder S, et 4 en une surface de Riemann S, 


(81) S. Banacu, Théorie des Opérations linéaires, Warszawa, 1932, chap. 11, théorème 
5, p. Ar. L’inégalité || à |le > ka ||u|l, peut d’ailleurs se démontrer au moyen de la formule 


de GREEN. 

(32) En effet, les fonctions de (HM,) qui vérifient |u |(a2)<M sont bornées dans leur 
ensemble sur tout compact, d’après le principe de Harnack. D’autre part, si uy est limite 
unitorme sur tout compact d’une suite (ou d'un filtre) de telles fonctions u, il existe une 


Sie . . 
suite partielle (ou un filtre plus fin), pour laquelle |u| converge, de sorte que | uy| existe, 


et que fu] (a) <M. 
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telle qu’une courbe simple C la morcelle en deux domaine G, et G,, 
conformément équivalents l'un à S,—V,, l’autre à S,— V,. Le 
théorème précédent montre alors que (HM,)s est la somme directe 
de deux sous-espacesisomorphes à (HM,)s, et (HM.,)s, respectivement. 
Par exemple, à partir d'une surface hyperbolique pour laquelle (HM.) 
est de dimension 1, on peut obtenir des surfaces telles que dim (HM.,) 
soit un entier quelconque. 


10. Frontière idéale. Frontière de Martin. — Le théorème 7 nous 
amène à chercher une définition plus précise de la frontière idéale 
d'une surface de Riemann hyperbolique S, afin que la connaissance 
de cette frontière nous renseigne sur les classes de fonctions 
harmoniques positives sur S. D'une façon générale, il est avantageux 
de considérer la frontière idéale non plus globalement comme nous 
l'avons fait jusqu'ici, mais comme un ensemble T de points-frontière 
idéaux, dont l’adjonction à S donne un nouvel espace topologique 
S (qui ne sera pas forcément l’espace sous-jacent d’une autre surface 
de Riemann). Les éléments-frontière peuvent être définis de diverses 
manières: comme limites «idéales» de filtres sans point adhérent 
sur S, ou plus particulièrement par complétion de S pour une 
structure uniforme compatible avec la topologie de S, ou par 
immersion de S dans un espace compact E tel que la topologie 
induite sur S par celle de E coincide avec la topologie de S; dans. 
ce dernier cas, S est l’adhérence de S dans E, et T-—=S—S est la 
frontiére de S dans S, puisque S, localement compacte, est ouverte 
dans S(*°). 

Ainsi posé, le problème d’ajouter à S une frontière idéale est 
susceptible de nombreuses solutions. On peut prendre par exemple 
Piss {A} , ou A est le point à l'infini d’Alexandroff(**); c’est ce qu’on 
fait implicitement lorsqu'on considère la frontière idéale de façon. 
globale, sans la différencier en points. M. Brelot(*) a montré qu'au 
moyen de ce point A on peut ramener la solution du problème de 
Dirichlet extérieur à celle du problème de Dirichlet ordinaire. 

Les méthodes précédentes conduisent également à la frontière 
idéale de Kerekjarto-Stoilow (*°), dans laquelle chaque point-frontiére- 


(33) N. Boursaxt, Top, gén., I, $ 10, propos. 12. 

(84) Ibid., § 10, th. 4. 

(35) Cf. M. Brecor [4] pour l’espace R", et M. Bretot et G: Cuoquet [1] pour un 
espace de Green. . 

(3¢) B. von KerésArr6 [1], et S. Sroizow [r]. 
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est défini par un filtre sans point adhérent ayant une base formée de 
domaines «non compacts» à frontière compacte. I’ est alors un 
ensemble totalement discontinu, et S est connexe et localement 
connexe. 

Mais toute définition purement topologique de la frontiére idéale 
présente l'inconvénient de ne pas tenir compte de la «force » de la 
frontière (*"), c'est-à-dire de la plus ou moins grande abondance des 
fonctions harmoniques ou analytiques de catégories données au 
voisinage de la frontière ou d’une de ses composantes. C’est ainsi par 
exemple qu'elle ne permet pas de distinguer la frontière idéale du 
cercle unité de celle du plan complexe fini, alors que la première de 
ces surfaces est hyperbolique et la seconde parabolique. 

Pour obtenir une réalisation ponctuelle de la frontière idéale qui 
soit satisfaisante à ce point de vue, il nous faut faire appel à la topo- 
logie de R. S. Martin (*), qui introduit des éléments-frontière définis 
par les fonctions harmoniques elles-mêmes. Ce procédé conduit à 
une représentation intégrale des fonctions de (HM,) dans laquelle 
chacune d'elles est associée de manière unique à une mesure de Radon 
sur l portée par un sous-espace I’, de I’. La méthode et les démons- 
trations de R.S. Martin s'étendent sans modification aux surfaces de 
Riemann hyperboliques, lorsqu'on dispose des résultats du chapitre 
précédent concernantle problème de Dirichlet extérieur etle balayage ; 
aussi n’en rappellerons-nous que les grandes lignes. 

Soit donc S une surface de Riemann hyperbolique, a un point 
fixe de S, et soit K(p, q) la « fonction de Green normalisée » de pôle 


, définie pour a par K(p, py AED si ga, on pose 
q P q P g(a, q) 
K(p, a)=o lorsque pa, et K(a, a)— 1. Pour géS, ces fonctions 


forment une famille F normale dans 5) a}(*), donc relativement 
compacte dans l’espace CUS —{ai, R.) des fonctions continues 
sur S—{a}, à valeurs dans [o, +], muni de la topologie de la 
convergence compacte. Or, F est homéomorphe à S, car si l'on pose 


Sik p)= Mp, q); l'application biunivoque q —/f, de S sur F fait 


(37) Cf. L. Sarro [2], Introduction. pres 
(88) R. S. Martin [1]. Voir aussi J. Deny [1], M. BreLor [7]. Dans la suite l'indice 
supérieur Ib indiquera que les notions correspondantes sont prises dans la topologie de 


Martin. Par exemple, To sera Vadhérence-Mart1x de A (dans 8). ee 

(39) L’ensemble des valeurs prises par les fonctions K(p, q) est le segment fermé 
fo, + oo]; l’équicontinuité des K(p, q) est relative à cet espace de valeurs ; elle équi- 
vaut à l’équicontinuité au sens ordinaire des fonctions e — K(P.4). 
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correspondre au voisinage }K(q,, 9) >) À? de g,eS l’ensemble des f, 
telles que f,(q,) >}, qui est un voisinage de f, dans le sous-espace 
F de €, (°°). 

Si l’on identifie S et F, on peut prendre comme frontière idéale 
de S l’ensemble F — F(F étant l’adhérence de F dans CAE chaque 
élément-frontière idéal sel est donc défini par une fonction harmo- 
nique positive K(p, s), limite uniforme sur tout compact de fonctions 
K(p, q), pour des geS (et dont on dira justement qu ils tendent vers 
s). La fonction K(p, r) est donc définie pour pes et res = SUIS 
elle est harmonique en p pour r fixe (et a), et continue en r pour 
p fixe (puisque obtenue en prolongeant K(p, q) par continuité). On 
peut remarquer que la structure uniforme S est métrisable (par 
K(p,r)) K(p,r.) 
+K(p.r,) 1+K(pr.) 
r, et r €S), ce qui permet de définir I également par complétion : 
on appellera suite déterminante d’un élément sel une suite de Cauchy 
dans S (munie de la structure uniforme induite) qui a pour limite s. 

Soit maintenant u une fonction harmonique positive sur S et A 
un compact de S. L’extrémale u(cf. chap. 11, n° 12), associée à 


exemple, par la distance d(r,, r,) = cup > 


zéro a la frontiére idéale, est un potentiel de Green; elle peut donc: 


se mettre sous la forme u,(p) = /K(p. q)du.s(q), où pa est une 
mesure positive portée par la frontière de A, et de masse totale 
uA(a) < u(a). Lorsque A tend vers S, uy tend vers u, et ua, consi- 
dérée comme mesure de Radon sur S, a au moins une limite vague 
v., portée par I’; on a ainsi u(p) =f K( p, a)du(s). Il peut exister 
plusieurs mesures positives » sur | qui vérifient l’égalité précédente, 
mais R. S. Martin a montré qu'il y en a toujours une et une seule 
(dite mesure canonique associée à u) qui ne charge que l’ensemble I’, 
des points minimaux (on dit qu'un point sel" est minimal si K(p, s) 
est une fonction harmonique minimale, c’est-à-dire si toute fonction 
harmonique positive qui la minore lui est proportionnelle (*')) ; 
lorsque » est la mesure canonique associée à ars K(p, s)du(s) est 
appelée la représentation canonique de u. La possibilité d'une repré- 
sentation intégrale et l’unicité de la représentation canonique s’étendent 


(#0) Cf. N. Boursaxi, Top. Gén., X, § 2, propos. 7. 


(4) Réciproquement, toute fonction harmonique positive minimale est une fonction. 


K(p, s) (Marti, loc. cit.). 
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de façon évidente aux fonctions de (HM,); on notera que l'ordre 
des mesures canoniques est le même que celui des fonctions, puisqu’a 
une fonction positive est associée une mesure positive : (HM.,) est 
isomorphe à l'espace vectoriel ordonné des mesures canoniques. 
Lorsque S est un domaine relativement compact d'une autre 
surface de Riemann S*, et que sa frontière C par rapport à S* est 
très régulière, on peut idendifier la frontière de Martin F à C (cf. 
de la Vallée Poussin 1], et J. Deny (loc. cit.)); si seC, la fonction 
dg(p, g) /dg(a, q) 
dy / dy 
de S est quelconque. il n'en est plus de même ; on sait du reste que 
deux domaines plans conformément équivalents peuvent avoir des 
frontières très différentes (par exemple, un domaine dont la frontière 
est totalement discontinue peut être appliqué sur un domaine 
borné (“)). Si S est simplement connexe, les éléments-frontière de 
Martin coincident avec les bouts-premiers ; d’une façon générale, la 
frontière de Martin apparaît comme la « frontière conforme » de la 
surface de Riemann 8. Aussi est-ce à elle que nous réserverons dans 
la-suite la notation l' et le nom de frontière idéale (*). 


associée est K(p, s) =| | - Mais si la frontière 
q=s 


11. D'autre part, le théorème 7 nous montre que la frontière de 
Martin d’une surface de Riemann S ne dépend pas de la surface tout 
entière, mais seulement de l'extérieur d’un compact (d’ailleurs arbi- 
traire) de S: si l'on peut trouver, sur deux surfaces de Riemann S' 
et S? des domaines canoniques Si c S' et S}c S’ tels que S' — S, et 
S?— S? soient en correspondance biunivoque et conforme, S' et S° 
ont même frontière de Martin. Cela résulte de la proposition plus 
générale suivante : 

Soit S, un domaine canonique d’une surface de Riemann hyperbo- 


lique S ; soient G;(1 Li m) les domaines composants de S—S,, et 
soit C® la frontière de G; dans S. La frontière de Martin V de S est 
la réunion d’ensembles fermés disjoints V;dont chacun est homéomorphe 


(=) Gre. Autrors et A. Beurzine [1], remarques finales. | 

(#3) Il est à remarquer que la frontière de Martin ne dépend qu’en apparence du point 
a choisi sur S. En effet, si on remplace a par 6, on obtient comme limites de fonctions de 
KP), L'espace topologique I’ est donc 
K,( 5, s) 
indépendant du point a. Si y est la mesure canonique associée à u, lorsque le point de 
référence est a, on a du(s) = K(b, s)dua(s), de sorte que la mesure K,(p, s)dug(s) ne 


dépend pas de a. 


GREEN normalisées les fonctions K,(p, s) = 
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à la partie 1 de la frontière de Martin de G; qui n'est pas identi- 
fiable à CC. 

Remarquons d’abord que les résultats du théorème 7 et de la 
remarque 1 qui le suit s'étendent aux fonctions harmoniques positives 
sur S régulières sauf en des singularités isolées (il suffit d'appliquer 
ce théorème à la surface obtenue en dtant de S ces singularités). Par 
exemple, si geS — S,, g(p, 7) se trouve ainsi définie par 


HP» 9) — Hace iP)» 
et est égale, comme nous l’avons vu plus haut, a la fonction de 
Green de pôle q de S—S, ; elle est donc nulle dans tout G, ne conte- 
nant pas q. Si (q,) est une suite déterminante d’un élément sel, 


K(p, q JE oe tend vers K(p, s), puisque K(p, q,) tend vers 
K(p, s) uniformément sur tout compact. Or, K(p. In) =O Si p 
n'appartient pas à la composante connexe de q, dans S—S, ; par 


conséquent, les points q, appartiennent au même domaine G;, à partir 
d’un certain rang, car sil y avait deux domaines G; contenant une 


in 


infinité de q,, K(p, s) serait identiquement nulle. donc aussi K( p, s), 
ce qui est absurde, puisque K(a, s)— 1. 


On en déduit que, pour i £ j, G-lb à Gelb — 5 (sans quoi il existerait 
un s€el' qui aurait une suite ion dans G; et une autre dans 
G;); si l'on pose FT an Gb, (T°), ec, constitue une partition 
de I en ensembles fermés disjoints (qui sont donc ouverts dans I’). 

Si nous appliquons ce qui précède à un domaine G;, nous voyons que 
la frontière de Martin de la surface de Riemann G, se décompose en 
deux ensembles fermés disjoints, dont l’un est homéomorphe à à C(; 
nous appellerons l’autre I’. Soit alors (q,) une suite ddtermninants 
dans S, qui tend vers sel';; nous supposerons que tous les q, sont 


dans me ainsi que le point a. Comme GHP» qn) __K(p: qn) 
K(p, s 4 qn)  K(a, qn) 


x on voit que (q,) est également une suite déterminante dans 
a, s 


G;, et qu’à l'élément-frontière sel’, correspond un élément-frontiére 


tend vers 


sel ®, défini par la fonction a - Inversement, on peut voir, par 
a,s 

un raisonnement tout à fait analogue, que toute suite déterminante 

dans G; qui ne tend pas vers un point de C® est une suite détermi- 
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nante dans S, et qu'à tout s'el Ÿ est associé un élément s de Pee 
correspondance biunivoque ainsi établie entre I’, et est visiblement 
bicontinue ; on peut identifier ces deux ensembles. 

Plus généralement, soit D un domaine de S. On peut définir la 
« frontiére idéale de D relativement à S » (au sens de Martin) par 
T(D)=P n Db; c'est un sous-ensemble fermé de I’, qui est vide si 
D est relativement compact, et qui est également ouvert dans I’, 
d'après ce qui précède, si D est «non compact », mais à frontière 
compacte. 

Revenons alors à la frontière idéale de Kerekjarto-Stoilow ; soit 
« un élément de cette frontière, défini par une base de filtre D (x) 
formée de domaines « non compacts » à frontière compacte. Nous 


poserons T(2)=[( )r(D): comme ( )D=s. on a aussi I(x) 


x DEN) DEN) | 
+ | De. La première égalité montre que F(>) est l'intersection 
DEN) 

d'ensembles à la fois ouverts et fermés dans I’; la dernière, que I'(~) 
est connexe. Il en résulte que I'(~) est une composante connexe de 
I. En outre, siz 6, I(x) n I(£)—9, car on peut toujours trouver 
Dex) et D,e(6) tels que D, n D,—9("*), ce qui entraîne, comme 
nous l'avons vu, que Ddibn Dlb—g. La frontière de Kerekjarto- 
Stoilow est donc l’espace quotient de T par la relation d'équivalence 


dont les classes sont les composantes connexes de T. 


12. Si « est un élément de première espèce, c'est-à-dire si D(z) 
contient un domaine quasi simple D, le théoréme de représentation 
conforme de Keebe (“) permet de prolonger S en une surface de 
Riemann S’ pour laquelle l’élément-frontière x a disparu: I'(«) est 
ainsi identifiable à la frontière de Martin du complémentaire d'un 
compact du plan complexe. En particulier, si « est isolé, on peut 
choisir D doublement connexe, de sorte que l'(x) se réduira à un 
point isolé si D est parabolique, et sera homéomorphe à une courbe 
simple fermée si D est hyperbolique (on dira que + est parabolique 
dans le premier cas, hyperbolique dans le second). = 

Considérons maintenant la surface de revêtement universel S de S, 


et le groupe automorphe G correspondant (nous supposerons que S est 
(+4) En effet, si (S,) est une exhaustion canonique de S, on peut toujours prendre pour 


Pa) un ensemble de domaines composants d’ouverts ÇS cf. BioanT [x], p- 87). 
(5) Kæse [1]. Voir aussi Farou (Fonctions automorphes, Paris, 1931), etc... 
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le cercle unité {/z|< 1}, cf. n° 8). On sait(*) que les éléments-fron- 
titre isolés de Kerekjarto-Stoilow sont associés de façon biunivoque 
aux classes mod G de points doubles de substitutions paraboliques, 
s'ils sont paraboliques, aux classes d’arcs complètement réguliers 
de fzl— 1}, s'ils sont hyperboliques (un point-frontiére de S est dit 


PRNTAE si ( y est encore proprement discontinu et un arc ouvert 
de {2} 1} est dit complètement régulier si tous ses points sont 
réguliers et si ses extrémités sont les points doubles d’une méme 
substitution hyperbolique de G). 

Plus généralement, nous allons montrer qu’a toute classe de points 
réguliers de {2|=2 I , et à toute classe de points doubles de substitutions 
paraboliques, correspond un point-frontière de M artin. N ous utiliserons 
pour cela le lemme suivant, dans lequel g(z, ¢) et K(z, ©) désignent 
la fonction de Green et la fonction de Martin relatives à S (*): 


Lemme. — Soit %, un point-frontière du cercle unité. Pour 
o<e<r<i, iexiste une constante A, ne dépendant que de ret p, 


telle que pour |z|< 1,|2—€|>r, et El 1, |S —E£,|< p on ait. 


(1) K(z, 0) <A. g(z, 0). 


Si {est un point régulier, il existe un voisinage de 7, dans S 
où la fonction p(z) (projection de S sur 8) est univalente; pour z 
donné, on pourra supposer, en restreignant au besoin ce voisinage, 


qu'il ne contient pas les points Tz(TeG). Comme g(p(z), p(o)) 
=) G\1z.. 0)<< HE 00, la série (2) >, K(Tz, 7), où z est fixé, 
TE TE Ë 


converge uniformément en 7? pour|7| << retj{— Z| assez petit, d’après 
(1); elle représente donc une fonction harmonique de z. Lorsque|*|< 1 
PRCT aay à 
on a (3) =——— = K(p(z), p(Z)), si l'on prend pour a le point 
R(T(o), 2) (plz), p(S)) P P P 
p(o). Si — la fonction (3) converge simplement (done unifor- 
, ~~ hk " É 
mément sur tout compact de S) vers PACA done p(£) tend 


K(T(o), &) 


(#5) Cf. Kabe (Acta Math., ho, 1916, p. 290), L. Bresersaca (Lehrbuch der Funk- 
tionen-theorie, {L, Berlin, 1927), G. Juria (Leçons sur la représentation conforme des 
domaines multiplement connexes, Paris, 1934) pour les domaines plans, M. Oursuxa [1] 
pour les surfaces de Riemann. 

L (*7) Ce lemme se rattache aux considérations de M. BreLor [8] sur l’activité de la fron- 
tière. Nous la démontrerons plus loin sous une forme plus générale (n° 17, inégalité 1). 


a 
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vers un point-frontiére de Martin s(¢,). De plus, le méme raison- 
nement montre que si [= 1 et ¢—§,, s(¢) tend vers s(£,). Enfin, si 
C appartient au même arc régulier que {,, et n'est pas équivalent a £, 
suivant G, 5) s(,), car l'inégalité (1) permet encore de voir que 
K(p(z), s(£)) reste bornée quand z—£,. Il en résulte que les s(¢) 
associés aux points d'un même arc régulier forment un sous-ensemble 
de I‘ homéomorphe à un arc de courbe simple. 

Si {, est le point double d'une substitution parabolique T, (dont 
nous supposerons qu'elle engendre le sous-groupe G, des sub- 
stitutions paraboliques de G ayant pour point double ¢,), on a 
(4) K(T,z, t= Ke, ¢,)- La série (2) ne converge plus, mais il suf- 
fira de considérer la série (5) > K(Tz, ¢,), ou d est un ensemble de 


TEX, 
substitutions linéaires ayant un représentant et un seul dans chaque 


classe à droite modulo G Or, la série (5) converge, car si z est 


0 


donné, on peut toujours choisir 46 de façon que Tz reste hors d'un 
voisinage de %,, lorsque Ted. La fonction harmonique représentée 
par(5), automorphe d’aprés(4), est une fonction harmonique 
minimale de p(z), donc définit un point-frontiére de Martin, dont on 
vérifie aisément qu'il est isolé. 


4. — Application à la Classification 


43. Classes absolues. — Nous allons maintenant appliquer des 
résultats du début de ce chapitre à la classification des surfaces de 
Riemann, en définissant de nouvelles classes et en examinant leurs 
relations avec celles que nous connaissons déja(“). Nous commen- 
cerons par les classes «absolues », c'est-à-dire définies au moyen de 
fonctions harmoniques sur la surface entière. Dans tout ce qui suit, 
 désignera une fonction convexe et strictement croissante dans 
[o, + c0[, ef x un exposant D1. 


Dérinition 1. — Nous dirons qu’un surface de Riemann S appar- 
tient à la classe Cum, (resp. Cuma Cas Cup) st toute fonction harmo- 
nique uniforme qui a ses moyennes d'ordre ® bornées sur S (ren qui 
a ses moyennes d’odre x bornées, qui est bornée, qui a une intégrale de 
Dirichelet finie) est constante, autrement dit si (HM§) (resp. (HM,), 
(HB), (HD)), est de dimension 1. 


Cum, est encore la classe des surfaces de Riemann sur lesquelles 


(48) Voir Sarto [2]. 
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toute fonction harmonique positive est constante. D'après le critère 
d’hyperbolicité de Brelot, (chap. 11, n° 2), toute surface parabolique 
possède cette propriété, de sorte que ©, c Cum, (“°); d'autre part, on 
a vu plus haut que (HB) c (HM) ¢ (HM,) pour toute fonction ® du 
type indiqué, et que (HM,) > (HMg) pour à < {, et (HD) € (HM,), 
donc Cum, € Cum, 81 «<<, et Cum, € Cun. 

Il est clair que d et kb+-[ (ket / ee définissent la méme 

P(t 


seer ae 5 ‘ 
classe de surfaces; en particulier, si lim CR? << + 00, Com, = Cam. 
1 + 


14. Classes « relatives ». — A chaque classe « absolue » on peut 
associer une classe relative définie de façon analogue, mais à partir 
de fonctions qui n'existent que dans un voisinage de la frontière 
idéale, et qui s’annulent sur le bord de ce voisinage. 


Dérinition 2. — Soit S une surface de Riemann, S, un domaine 
canonique de S, de bord C,. On dira que S appartient à la classe 
«relative» Cu (resp. Cuma Cup, Cup) st l'espace vectoriel (H M3) 
(resp. (H,M.), (H,B), (H,D)) est réduit à fo}, c’est-à-dire si toute 
fonction harmonique dans S — S, nulle sur C, et à moyennes d’ordre 
bornées dans ao (resp. à moyennes d'ordre « bornées, bornée, à 
intégrale de Dirichlet finie) est identiquement nulle. 

Les théorèmes 5 et 7 montrent que cette propriété ne dépend 
pas du domaine S, choisi. Plus précisement, le théorème 5 est équi- 
valent au suivant : 


Tutorime. — Les classes relatives Camus, Cusp, Cup Sont identiques 
à la classe ©, des surfaces de Riemann paraboliques. 


CoroLLAIRE. — Les classes relatives sont contenues dans les classes 
absolues correspondantes. 


Cela peut d’ailleurs se voir directement, car ue(HM;) implique 
1 = 
| (0 — Hi-®)e(H.Mg). 


Remarquons que le théoréme précédent ne serait plus vrai pour 
Cam, Si l'on avait défini (H,M,) comme l’espace vectoriel des fonctions 
harmoniques dans S — S$, nulles sur C, et telles que |u| admette une 
majorante harmonique. 

Revenons aux classes absolues. Si SeCum,, deux cas se présentent : 
ou SeC,, et (HM3)—{o}, ou S est hyperbolique, et, en vertu du 


(#) Cette inégalité est due à P. J. Myrserc [1]. 
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théorème 7, (H,Mg) est isomorphe à (HM#), donc est de dimen- 
sion 1. Dans les deux cas, si w est la « mesure harmonique de la 


frontière idéale » par rapport à S —S,, (H,M,) est l’ensemble des 
fonctions kw, où k est une constante réelle: Nous sommes ainsi 
conduits aux critères suivants, donnés par R. Nevanlinna [6] et 
L. Sario [4] pour Cas et Cap. 


CrirÈère 1 (Nevanlinna). — Pour qu'une surface de Riemann S 
appartienne à Cym,, tl faut et il suffit que toute fonction harmonique 
dans S —S, nulle sur C, et à moyennes d'ordre  bornées dans 8S — 8, 
soit proportionnelle à w. 


CrirÈère 2 (Sario). — Pour qu'une surface de Riemann S appar- 
tienne à Cum, tl faut et il suffit que toute fonction ue(H M4) telle que 


du = : 
| Pa Es soit identiquement nulle. 
Co OY 


3 . , : oo 

En effet, | RFO si w 40. D'autre part, si la condition est 
Go OY 

remplie, et si S est hyperbolique, soit we(H,Mg); il existe une 

constante k telle que u— kw ait un flux nul à travers C,. On a 


alors u— kw, car —(u — kw)e(H,Mg). 


45. Surfaces de genre fini. — Lorsque S est de genre fini, on peut 
toujours la considérer comme immergée dans une surface de Riemann 
close S*. On sait qu'il y a alors équivalence entre l'appartenance de 
S à une classe relative et la possibilité de prolonger harmoniquement 
sur S* — S — E toute fonction harmonique définie au voisinage de E 
dans S et possédant la propriété de borne qui entre dans la définition 
de la classe relative (°°). Voyons-le ici pour les classes Cy,m,- Soit S 
une surface de Riemann de genre fini appartenant à CnoMs c'est-à-dire 
parabolique (E est alors polaire), S, un domaine canonique de §, 
de bord C,, et u une fonction harmonique dans S—S, (donc aussi 


sur C,) et à moyennes d'ordre © bornées dans S—S.. Soit G 
ouvert S*—-S,, et v= HS; la fonction a(n — 2); nulle sur G,, 
0 u 2 


appartient à (H,M4), puisque v est bornée dans G; elle est donc 


(50) C’est la notion d’ « Hebbarkeit » de Sanrio ([1], [4])- 
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identiquement nulle et v, égale à u dans G—E, constitue un pro- 
longement harmonique de u sur EB. 


p(t) 


Lorsque lim —/—-}%, on peut encore exprimer ceci de la 


t>-+ a 


façon suivante (compte tenu du théorème 6 °°) 


Tuéorème 8. — Soit E un ensemble compact et polaire d'une 
surface de Riemann S, et soit u une fonction harmonique définie 
dans LE au voisinage de E, et telle que ® (|u|) admette une majo- 
rante harmonique pour une fonction % satisfaisant à la condition 

P(t) 
ened 
quement sur E (**). 

Nous rappellerons aussi que pour les surfaces de genre fini, les 
classes absolues sont confondues avec les classes relatives (°*)- En 
effet, soit S une surface de Riemann hyperbolique contenue dans une 
surface close S*, et S, un domaine canonique de S. L'ensemble 
E=S*—S étant de capacité > 0; on peut trouver une mesure de 
Radon y portée par E, de masse totale nulle, et dont le potentiel de 


— + +. Alors la fonction u est prolongeable harmoni- 


Green dans S* —S, est borné (ce qui implique que » est d'énergie 
finie) ; la restriction de ce potentiel à S — S, est une fonction harmo- 
nique bornée et à intégrale de Dirichlet finie, nulle sur le bord C, de 
S,, et de flux nul à travers C,. Il résulte alors du critère n° 2 donné 
plus haut que SéCus et S¢Cup : a fortiori SéCuw,. Donc : 


Tutorime. — Si % désigne l’ensemble des surfaces Riemann de 


genre fini, on a ¥n Camus — 9 nC, pour toute fonction ® convexe et 
croissante. 


16. Le résultat précédent ne s'étend pas aux surfaces de genre 
infini. Pour ces surfaces, l’hyperbolicité n’entraine pas forcément 
l'existence de fonctions harmoniques bornées (ou à intégrale de 
Dirichlet finie) non constantes. 

Lorsque S est hyperbolique et appartient à Cys, la fonction 1, 
qui est alors minimale, d’après la définition même de Cyy, définit 
un élément-frontière de Martin s, [voir section 2, n° 10, note £a ir 
tel que K(p,s,) —1. La mesure de Martin , (mesure canonique 


(°) Le théorème est encore vrai si l’on suppose seulement E fermé dans S, d’après le 
théorème 2 de M. Bretor [3], et le théorème 14 établi plus loin. 
(8?) L. Sarro [2]. 
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associée à la fonction 1) se réduit donc à la masse ponctuelle «,,, et 
y = . a 4 sty 
par conséquent toute partie de la frontière de Martin I qui ne 
contient pas le point s, est de mesure harmonique nulle. En parti- 
culier, soit S, un domaine canonique de S, et soient G(1 <i<m) 
les domaines composants de S—S,; K(p,s,)== est la mesure 
harmonique de I par rapport à S—S,, et vaut dans chaque G; la 
mesure harmonique de I(G;) par rapport à G;. Or on a vu au n° 11 
que K(p,s,)—0o dans tous les G; sauf un seul, celui dont l’adhé- 


rence dans S contient s,. L'ouveért S—S, a donc une seule 
composante hyperbolique. Autrement dit, s'il existe sur une surface 
de Riemann S deux domaines non compacts à frontière compacte 
qui sont hyperboliques, SéCur (°°). 

Lorsque S€Cyy,, toute fonction harmonique positive sur S est une 
constante. Si S est de plus hyperbolique, on a alors K(p, s)—1 
pour tout sel’, puisque K(a, s)— 1; donc I tn . Par conséquent, 
une condition nécessaire et suffisante pour que SéC, appartienne à 


2 : D. RTL : : ; 
Cum, sera que He — 1 (la limite étant prise suivant le filtre 


q>r g(a, q) 
des complémentaires des parties relativement compactes de S). A 
fortiori, S n'a qu'un élément-frontiére de Kerekjarto-Stoilow, de 
sorte que le complémentaire de tout domaine canonique est connexe: 
tout domaine non compact à frontière compacte est un voisinage 


de la frontière idéale. Donc : 


Tutorime. — Si une surface hyperbolique a une frontière de 
Martin non connexe, elle n'appartient pas à Can. 

On peut donner de ce théorème une démonstration directe : sait 
S, un domaine canonique de S, tel que S—S, ait deux composantes 
connexes G, et G, ; l’uneau moins, G, par exemple, est hyperbolique. 
Soit C, la frontière dans S de Gin: il existe dans G, une 
fonction harmonique positive h, nulle sur C,, et dans G, une fonction 
harmonique positive À, nulle sur C, ; on peut toujours supposer que 


[ao Le procédé alterné de Sario nous permet alors 
= Oy 
i—4,2./ G; 2 ; 
de construire une fonction harmonique / sur S telle que |h — A,| soit 
borné dans G;; h est donc bornée inférieurement, et SéCaw,- 

En particulier si €, Æ Cup, Cum, C us, car on peut toujours 


construire des surfaces hyperboliques dont la frontière de Martin n’est 


(53) L. Sario [4]. 
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pas connexe. Par exemple, si S€Cyp, soit S/S — fg; {, où q, est un 
point quelconque de S. Toute fonction harmonique bornée sur S’ 
étant harmoniquement prolongeable sur q,, S’eCup; mais S’&Cyum,, car 
g(p; q) est une fonction harmonique positive non triviale sur S’. 


47. Domaines «non compacts». — Plusieurs des résultats précé- 
dents, notamment le théorème 6 et les deux critères qui en découlent, 
nous ont montré l'importance pour la classification des surfaces de 
Riemann des propriétés des domaines non relativement compacts a 
frontière compacte situés sur ces surfaces. Nous allons voir que ces 
résultats s'étendent en partie aux domaines « non compacts » à 
frontière quelconque. 


Dérinition 3. — Soit sur une surface de Riemann S un 
domaine G dont la frontière C est très régulière (par exemple consiste 
en un ensemble localement fini de courbes analytiques). Nous dirons 
que G appartient à la classe de domaines Ds (resp. Dép, Die) st 
toute fonction harmonique dans G qui s’annule sur C et qui est bornée 
(resp. à intégrale de Dirichlet finie, à moyennes d'ordre ® bornées 
dans G) est identiquement nulle. 

Si #(t)—t%(a >1), la classe DA, correspondante sera notée 
Dai, ; lorsque S sera fixée, on omettra l'indice supérieur S. 

Toutes les classes ainsi définies contiennent les domaines relati- 
vement compacts très réguliers de S ; elles ont entre elles les rela- 
tions d’inclusion évidentes Du, € Das, Dum, € Duy pour 1 La L 2. 
De plus, la classe D8 se confond avec celle des domaines très 
réguliers paraboliques (chap. 11, n°3), d'après le principe dumaximum. 

Dum, ne contient que des domaines relativement compacts, car 
dans tout domaine « non compact » très régulier G d’une surface de 
Riemann §, il existe une fonction harmonique positive s’annulant 
régulièrement à la frontière. 

En effet, soient S, et S, deux domaines canoniques de S, tels 
que S,cS,, et soit C, la frontière de S,; si G—Gns, et 


G—Gn [s » il existe une constante M telle que: 


(ais eKépegs GP <M pour p et aeG, et geG2. 
Puisque g(p, q; G) s’annule sur C, il suffit de prouver (1) pour 
péy, = G, n G. Or C, ne rencontre C qu’en un nombre fini de 
points, pour chacun desquels il existe un voisinage où a lieu une 
inégalité de genre indiqué, puisque G est très régulier (chap. 1, n° 8). 
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La pete de +, extérieure à ces voisinages est relativement compacte 
dans G, on peut donc lui appliquer le théorème de Harnack, qui 
donne encore une inégalité analogue ; en rassemblant ces résultats, 
on obtient la formule annoncée. 

Soit alors (q,) une suite de Cauchy pour la structure uniforme de 
Martin de G, n'ayant pas de point d’accumulation dans S, et soit s 
l'élément frontière qu'elle définit. tn 5: G)=— lim RCD. Gis) 

n> 


est inférieure à M dans G,, donc s’annule sur Cn G, ; comme G 
est arbitraire, K( p, s; G) s'annule sur C. 

Un raisonnement analogue nous montre que si une fonction u 
sousharmonique dans G et qui s’annule sur C admet une majorante 
harmonique, sa plus petite majorante harmonique U s’annule aussi 
sur C. En effet, soit (S,) une exhaustion canonique de S, et 
G,— Gn 5, si (u, 0) désigne la fonction égale à u dans G et à o 
sur G, U est la limite de la suite croissante des fonctions U,— He oy; 
or, en tout point reC, il existe un voisinage V de rtel que pour 
péV n G (et n assez grand) on ait U,( p) <M. U,(a) (aeG). U,(p) est 
donc bornée au voisinage de r par M. U(a), et par conséquent 
s’annule au point r. 

Ceci nous montre en particulier que toute fonction harmonique 
dans G qui sannule sur C et qui est bornée (resp. à intégrale de 
Dirichlet finie, à moyennes d’ordre & bornées dans G) est la différence 
de deux fonctions harmoniques positives, nulles sur C,.et ayant la 
méme propriété de borne (voir plus haut, n° 5). Dans la définition 3, 
on peut donc imposer aux fonctions harmoniques considérées la condi- 


tion d’étre positives. 


Tutortme 0. — Pour qu'une surface de Riemann S appartienne 
à Cus (resp. Cup), il faut et il suffit que pour tout couple de domaines 
très réguliers G,, G,, tels que G, n G,— 5, l’un au moins appartienne 
à DiS, (resp. Duds) (°*). 

La suffisance est évidente, car si SéCus (resp. Cup) la condition 
indiquée n'est pas remplie; en effet, si ue(HB) (resp. (HD)) n’est 
pas constante, soit À une valeur prise par u, et telle que la courbe 
de niveau fuk} ne passe pas par un point où grad u—0; les 
ouverts fu a k} et ju = k} ne sont pas vides, et aucune de leurs 
composantes connexes n'appartient à DK (resp. DD). 


(4) Pour Cup; ce théorème a été donné indépendamment par R. Nevanzinwa [7] et 
H. L. Roypex [1]. Voir aussi A. Mori [1]. 
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Inversement, montrons que s’il existe sur 5 deux domaines hyper- 
boliques G, et G, d’intersection vide, SéCus. Soit o, (11, 2) la 
mesure harmonique de ['(G;) par rapport à G;, (w;, 0) = w; la fonction 
sur S égale à w, dans G;, à o dans Bee w; est sousharnionique sur 
A CDAD solo ha 0) ER, elle a donc une plus petite majorante 
harmonique 2; < 1 ; de plus »; o implique sup w,—= 1, eta fortiori 


sup Q;—= 1. Comme G,nG,—#, wit ws est <1, et par suite 


s 

Q +0, <1; les fonctions Q, et Q, ne peuvent donc être constantes. 
Pour démontrer le théorème pour Cyp, nous avons besoin du 

lemme suivant : 


Lemme. — Soit u une fonction sousharmonique sur une surface de 
Riemann S, continue sur S et continiment différentiable sauf sur un 
ensemble localement fini de courbes régulières ou de points. Alors, 
si Ds(u) < + 00, ua des majorantes harmoniques et sa plus petite 
majorante harmonique U vérifie l'inégalité Ds(U) < Ds(u). 

La dernière partie est immédiate, d’après le thérème de minimum 
déjà utilisé plusieurs fois. En effet, Soit (S,) une exhaustion de S, 
U, la meilleure majorante harmonique de u dans S,; on a 
Ds,(U,,) < Ds,(u) << Ds(u) et on en déduit, comme au n° 5, que 
D;(U) < Ds(u). Reste à voir que U existe. Supposons d’abord que u 
soit nulle dans un ouvert A; soit S, un domaine canonique de S, 
tel que S, c À ; l’exhaustion (S,) sera choisie de façon que S, > + 
Soitialors V, = H9 #4; On a VV 2 et Da SV DRE SE 
Les fonctions V,, qui s'’annulent sur le bord C, de S, et ont leurs 
intégrales de Dirichlet uniformément bornées, forment une suite 
normale (**) donc convergent vers une fonction harmonique V nulle 
sur C,. Le théorème 7 nous montre alors que V—U est la plus 
petite majorante harmonique de u sur S. On passe au cas général 
en appliquant le résultat précédent à (u— k)*, où k est le maximum 
de u sur un compact de $ d'intérieur non vide. 

Revenons au théorème à démontrer, et supposons que sur SeCyp 
il existe deux domaines trés réguliers G, et G,, ne se rencontrant 
pas, et dont aucun n'appartient à D}. Il existe dans chaque 
Gi 1,2) une fonction harmonique ui 0 vérifiant Du) < © ; 
u; = (u;, 0) est sousharmonique sur S et remplit les conditions du 
lemme, puisque Ds(ui) = Dg,(u,), elle a donc une plus petite majo- 


(°°) S. Srorcow [1], chap. 1, p. 46. 


++. = 
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rante harmonique U, à intégrale de Dirichlet finie. qui est constante 
du fait que SeCup. Il résulte que u; est bornée ; en la multipliant au 
besoin par une constante, on peut toujours faire en sorte que 


sup u, — 1, et alors U;—1. Mais w + us < 1, donc LEUR 


Gi 
d'où contradiction. 


48. D'autre part, les théorèmes 6 et 6" peuvent être généralisés 
de la façon suivante : 


THÉORÈME 10. — Soit G un domaine non compact très régulier 
d'une surface de RiemannS, et © (t) une fonction croissante et convexe 


pouro<t<-+ 2, telle que lim PO co. S'il existe dans G 


t+>+ 0 
une fonction harmonique u non constante qui s'annule à la frontière C 
de G, et telle que & (lui) ait une majorante harmonique, G est hyper- 
bolique. En d'autres termes. pour une fonction & satisfaisant à la 
condition indiquée, on a Dai, = Lie: 
Nous supposerons que u est >o dans G (ce qui est toujours 
possible, d'après une remarque faite au numéro précédent) et que 


(o)—0. Nous avons vu que U — 9(u) s’annule également sur C. 
Soit (S,) une exhaustion canonique de Shi Gps elie He: 
(où.o —o sur Get o— 1 dans G); pour que G soit hyperbolique, 
il faut et il suffit que lim », =» soit > 0. Or, si C, est la frontière de 


n => © 


S, et si y, —C, n G, on a pour aéS, (d’après la formule de Green): 


u(a)= f,,u dy, U(a)= f,,U dyn. (a) =, ds 
__ 1 og(p,q: Gr) n 
en posant sur y, dy» — a es à 


Appliquons alors l'inégalité de Jensen ; nous obtenons: 


“encore: af Had) < Ula), 
soit encore: Braye oa) 

a — Le (a étant fixé dans G), on voit ainsi que 

w,(a + 

bornée ; d'après la condition imposée à ®, il en est de même de À, ; 


reste 


P(2,) 
À 


n 
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donc w,(a) reste supérieur à une constante strictement positive. 
GaQ2ED. 


Les théorèmes 9 et 10 nous donnent immédiatement : 


Taéorèms 11. — Si d est une fonction croissante et convexe telle 
: (t) 0 PP lag a 
que lim / “—-+ oo, la classe Cyy, coincide avec Cyp’. 
t > +20 


Il suffit de montrer que Cy, € Cuma: Or, soit S une surface de 
Riemann ¢Cung, : il existe sur S une fonction harmonique u > 0, non 
constante, appartenant à (HM,). Si a up) <Lk< cb u(p), soit G, 


un domaine composant de fu Shy, ‘6, un Le composant de 
fu = kt; G, et G, AE acridine et nese rencontrent pas, done 
S€Cup- 


CoroLLaiRE 1. —- Pour touts > 1, Cam, = Cne- 


Corottaire 2 (Théorème de Virtanen-Royden). — S'il existe sur 
une surface de Riemann S une fonction harmonique non constante à 
intégrale de Dirichlet finie, S n'appartient pas à Cyp (°°). 

En effet, Cu = Cum, Can. 


49. Décomposition canonique d’une fonction harmonique positive. 
— Soit S une surface hyperbolique, u une fonction harmonique 
positive sur S. La famille des fonctions harmoniques sur S bornées 


* 


et inférieures à u est filtrante pour <, car si h, et h, sont deux telles 


fonctions, sup(h,, h,) est bornée et inférieure à u, et majore h, et h,. 
Rravelippe supérieure de cette famille est donc harmonique (chap. II, 
n° 5); nous la noterons us. 

On peut encore définir ug de la façon suivante: pour Re PC 1 

. soit h, la plus grande minorante harmonique de la fonction surhar- 
monique positive inf(u, n); la suite (h,) étant croissante et majorée 
par u a une limite h, , qui est égale à ug. En effet, À, <uga priori; 
d'autre part, si h est bornée par M et inférieure à u, on a hh<h, 
pourn>M, donc h< h, , de sorte queux— sup h<h,. Plus 


h <u, h€(HB) 
généralement, le même raisonnement montre que si (k,) est une 
suite croissante de nombres positifs ayant pour limite + 00, ona 


(1) ug = lim inf(u, k,). 


(56) K. I. Virtanen [1], H. L. Rovpen [1]. 


at > a 


bee 
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On en déduit aussitôt les trois propositions suivantes : 
1. L'opération u — us est additive : 
Soient u et v deux fonctions harmoniques positives ; on vérifie 
aisément que : 


inf(u—v,n) <inf(u, n) + inf(v, n) < inf(u+-», an). 


Les mémes inégalités ont lieu entre les plus grandes minorantes 
harmoniques ; à la limite, on obtient (u vs — up dp. 

2. Pour qu'on ait us —u, il faut et il suffit que u soit la limite 
d'une suite croissante de fonctions harmoniques bornées. 

C'est nécessaire, puisque us —lim h,, et c'est suffisant, car 


sup est alors > u. 
h Lu, h€(HB) 


3. Pour que ug—o, il faut et il suffit que inf (u,1) ait sa plus 
grande minorante harmonique nulle, donc soit un potentiel de Green. 

C’est évidemment nécessaire, puisque h, =inf(u, 1) < Ug; InVer- 
sement, cela suffit, car u > o implique inf(u, n)< inf(nu, n), d'où 
a. ih. 

Dérinirion : Nous dirons qu'une fonction harmonique positive u est 
quasi-bornée (resp. singulière) si elle satis fait à uz — u (resp. us — 0). 

Il résulte immédiatement des propositions précédentes que 
(u»)s — Up et que (u — us)s — 0. Posons u— Ug = Us. Us est définie 

. a a ce . . . 

par (2) us = lim (u—n)*, puisque u — h, est visiblement la plus 


rn>o 


petite majorante harmonique commune a u—~net zéro. Les formules 
(1) et (2) montrent que ug et us sont des fonctions croissantes de u. 
En particulier, toute fonction harmonique positive quasi bornée 
(resp. singulière) qui minore u est inférieure à ug (resp. us). Si donc 
u—v—+w, v étant > 0 et quasi bornée, et w Do et singulière, on 
a v—us et w—us. Donc 


TuéorèmMe 12. — Toute fonction harmonique positive sur une 
surface de Riemann S se décompose d’une seule manière en la somme 
d’une fonction harmonique quasi bornée et d'une fonction harmonique 
singulière. | 

Remarques. — 1) Le théorème 12 est l'application à (HM,) d’un 
théorème de F. Riesz (°’) qui peut être énoncé comme suit : dans un 
espace de Riesz complétement réticulé, soit F une « famille complete » 
d’éléments positifs de E (on appelle ainsi une famille qui contient les 


(7) F. Riesz [3], J. Drevvonné [1]. Voir aussi N. Boursaxt, Intégration, chap. u. Dans 
la terminologie de N. Boursaxt, une famille complète (généralisée) est appelée une bande. 
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minorants >> o de ses éléments, leurs sommes finies, et les bornes 
supérieures de ses parties majorées) ; tout élément positif de E est 
la somme d’un élément de F et d'un élément disjoint de F. Ici 
l’ensemble des fonctions quasi bornées n'est autre que la famille 
complète F (1) engendrée par la fonction 1 ; une fonction singulière 
est une fonction disjointe de F(1). 

2) Les notions précédentes peuvent être étendues aux différences 
de fonctions harmoniques positives. On dira qu'une fonction 
ue(HM ) est quasi bornée (resp. singulière) si ‘a Vest. Le théoréme 
12 est alors valable pour toute fonction de (IHM). 

Appliquons ce qui précède à la représentation canonique de Martin ; 
soit », la mesure canonique associée à u. Comme la correspondance 
ùà— v, est linéaire et croissante, toute mesure canonique associée à 
une fonction quasi bornée appartient à la famille complète engendrée 
(dans l’espace des mesures de Radon sur I (**)) par la mesure de 
Martin »,, D'après le théorème de Lebesgue-\ikodym, dy, est alors 
de la forme fd,, avec fv,-sommable. La réciproque étant évidente, on 
a: 


Tutortme 13. — Pour qu'une fonction harmonique ue(HM ) soit 
quasi bornée, il faut et il suffit que sa représentation canonique soit de la 


forme u(p)= f, K(p5) Sis) dy, (s), f étant une fonction y,-sommable 
sur'T. 

Il est clair que dans l'intégrale précédente, on peut remplacer f 
par toute fonction qui lui est égale » -presque partout, et seulement 
par une telle fonction. Chaque fonction harmonique quasi bornée 
détermine donc une classe de fonctions équivalentes pour »,, et 
réciproquement, de sorte que l'espace des fonctions harmoniques 
quasi-bornées est isomorphe (en tant qu'espace de Riesz et aussi en 
tant qu’espace normé) à l'espace L'(T, »,) des classes de fonctions 
v,-sommables définies dans T' (**). 


20. Revenons à la classification des surfaces de Riemann. La notion 
de fonction quasi bornée permet de donner de la classe Cyz une 
définition en apparence plus générale : pour qu'une surface S appar- 


(55) Car l’ensemble des mesures canoniques est lui-même une famille complète. 
(°°) La fonction f(s) ainsi associée à u ne dépend pas (à une équivalence près) du point 


de référence a. En effet, u(p) =f, K(p, s)f(s)dvo(s), et K(p, s)dv,(s) ne dépend pas de 


a (note 43). On peut considérer u, dans une certaine mesure, comme la solution du pro— 
blème de Dinictuer pour S, avec donnée f sur I’. 


a 
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tienne à Cus. il faut que toute fonction harmonique quasi bornée 
qui y est définie soit une constante. Dans ces conditions, le théo- 
rème 11 se trouve être la conséquence du suivant, qui en précise les 
résultats : 


Tuéorème 14. — Soit D({) une fonction croissante et convexe 
: P(t) 4 < : 
pour t >0, telle que lim ES 0. Toute fonction harmonique u 
t> + © 


sur une surface de Riemann S qui a ses moyennes d’ordes ® bornées 
sur S est quasi bornée, et la plus petite majorante harmonique de (lu!) 
Vest également. Si D, (u) < + sw, u est la limite d’une suite (croissante 
situ => 0) de fonctions harmoniques bornées el à intégrale de Dirichlet 
finie. 

Il suffit de démontrer le théorème pour les fonctions harmoniques 
positives. Soit wu une fonction positive de (HM%), non nulle. Si 
u< 1, l'affirmation de l'énoncé est évidente. Sinon, soit G un 
domaine composant de {u > 1 |; il est hyperbolique, d’après le théo- 
rème 10. Soit w la mesure harmonique de la frontière idéale par 
rapport à G. w’ son prolongement à S prenant la valeur o dans 


D TV TR 
G; w est sousharmonique et inférieure à inf(u, 1), donc 
BS or ae 2 g « , 
w <h,=inf(u,1). Ainsi ug est >o dès que u n'est pas nulle. 
Appliquons alors le résultat à us, qui appartient aussi à (HM;) 
puisqu'elle est majorée par u ; nous obtenons us —0, de sorte que 
u est quasi bornée. 


Si u>o est la limite d’une suite croissante (u,) de fonctions 
harmoniques positives bornées, B(u) est la limite de la suite crois- 
sante (&(a,)): en effet, b(u,) < (u), et lim (u,) majore b(u). p(u) 
est donc également quasi bornée. 

Enfin, si Ds(u) << + 00, le lemme donné au cours de la démonstra- 

. 0 
tion du théorème gnous montre que Ds(h,) < Ds(inf(u, n))< Ds(u)() 


Tuéorème 15. — Soit u une fonction harmonique quasi bornée, 
dont la représentation canonique est u (p)= Jn K(p, s)f(s)dy,(s), et 
soil ® une fonction convexe, non constante et croissante dans l'inter- 
valle [o, a oo |. Pour que u appartienne à (HM), il faut et ul suffit 


(6) On précise ainsi le résultat de Virtanen et Roypen, selon lequel il existe sur aes 
surface &Cyn une fonction harmonique non constante bornée et à intégrale de Dirichlet 


finie. 
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que ® (|f) soit v,-sommable ; la plus petite majorante harmonique U 
de ®(u) est alors donnée par U(p) — if K(p, s)P(|f{s)) dy,(s). 


La nécessité de cette condition résulte de ce que l’espace des 
fonctions harmoniques quasi bornées est isomorphe (comme espace 
vectoriel ordonné) à l’espace des mesures (canoniques) « régulières » 
par rapport à »,, ou encore à L'(T, »,), comme nous l’avons vu à la 
fin du n° précédent. A la borne supérieure (*) d’une famille majorée 
de fonctions quasi bornées correspond donc la borne supérieure des 
mesures canoniques associées aux diverses fonctions harmoniques de 
la famille (ou encore celle des classes de fonctions sommables asso- 
ciées). Soit alors u une fonction positive de (HM;) ; soit d'autre part 
(x,) un ensemble dénombrable partout dense de nombres réels posi- 
tifs, et pour chaque a soit y—a,« + b, une droite d'appui de la courbe 


y—=%(x) au point (x,, P(x,)). Comme p(u)— sup(a,u + b,), B(u) 
est la borne supérieure des fonctions a,u + 6, dans l’espace de Riesz 
(HM, ), et la mesure canonique associée est sup(a, f+, )dy.—= ®( f)dy,. 
puisque la classe de &( f) est la borne supérieure dans L’ des classes 
des fonctions a,,f-+6, ("). Done &(u) (p) = |. K(p, 8) &(/())d,(s). 
Enfin, si u est de signe variable, on appliquera la formule précédente 
aul; onaeneffet (a p)= /,,K(p.3)|/(s) dy,(s), et 5(@)=F(\ujp =U, 


car |u| < 6~‘(U) implique |u| << ~'(U), cette dernière fonction étant 
surharmonique. 

La suffisance se démontre de la méme facon, ou au moyen de 
l'inégalité de Jensen, qui nous donne 


d(\u(p)) < [rK(p, 5) @( f(s)))a,(s). 
Cottoraire. — L'espace de Banach ordonné (HM,) est isomorphe 
à L'(T, »,). En effet, si ue(HM,), elle est quasi-bornée, donc de la 
forme u(p)— fr K(p, s)f(s) d{(s), où f est une fonction de puis- 
sance «°° sommable, et ||u||*—= +; | f(s)|* dy,(s). 


(°!) La borne supérieure d’une famille de fonctions de (HM,) est la plus petite majo- 
rante harmonique de son enveloppe supérieure. 

(f?) En effet, toute fonction qui majore chaque a, f + by presque partout majore ®(/f) 
presque partout. 
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5. Problèmes de minimum et fonction noyau (5: 


21. L'introduction des normes |u|, nous amène à poser le pro- 
blème de minimum suivant, analogue à celui qu'à considéré 
S. Bergman pour l'intégrale de Dirichlet (*) : 

Soit S une surface de Riemann, a un point fixe de S, q un second 
point de S. Parmi les fonctions harmoniques u définies sur S qui y 
ont leurs moyennes d'ordre « bornées et qui prennent en q la valeur 1, 
en existe-t-il qui rendent minima la norme |\u\|, = PROS ie 

Nous étudierons d’abord le cas + — a2, puisqu alors le minimum 
de la norme est lié, d'après F. Riesz, à des propriétés d’orthogo- 
nalité, et par suite à l'existence d’un « noyau reproduisant » (cf. 
Bergman [1], Aronszajn [1]) qui se trouve être ici une fonction 
harmonique bornée, ce qui permet de retrouver par une autre voie 
certains résultats de la section précédente. 

Nous désignerons par M(u) (ou Ms{u), s'il importe de préciser 
la surface où est définie u) la quantité |\u 5 —w?(a); c’est visiblement 
une forme quadratique sur (HM,), dont la forme polaire sera notée 


M(u, v). On a M(u, = [ (+00) — B(a) —F@)]; si (S,) 


est une exhaustion de S, et si C, est la frontière de $,, 
SEP ett: dg(p> a: Bn) ae. 
M(x, 0) = lim © fe u(po(p) OP Seas 


si les représentations canoniques de Martin de u et v sont respec- 
tivement u(p)= /K(p, s)f(s)d,(s) et o(p)= JL KG, s)g(s)d(s), 
Mu, v) = ‘2 f(s)g(s)dv,(s) (°°). Notons que M(u, 1) =u(a). 


(63) L'idée de la fonction noyau k(p, q) revient à R. Baver. 

(8) Cf. S. Bexeman [1], L. Antrors [6], K. I. VIRTANEN [1]. ; 

(55) Le produit scalaire M(u, v) dépend évidemment du point a; si nous le notons 
M.(u, v) il est clair que M,(u, v) pour u et v fixes et p variable, est une fonction harmo- 


nique de p, d’ailleurs égale à Li} — 8 — $. On voit ainsi la possibilité de définir 
2 
le « produit » de deux fonctions de (HM,) & est alors le « carré » de u, Ceci répond d’ail- 


leurs à une définition générale du produit dans un espace réticulé (méthode de F. Ruesz, 
Acta Szeged, 10, 1940, p. 1-20). Le produit de deux fonctions harmoniques quasi-bornées 


u(p) = 2% K(p, s)f(s)dv(s) et v(p) = ” K(p, 8)g(sp)dvo(s) sera défini si fg est v,-som- 
mable, par exemple si we(HM.) et v€(HMz), avec 5 = 5 = 1, et plus généralement si 
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Soit alors d= inf M(u); d est <1, puisque la fonction 1 
u€(HM,), u(q)= 1 ; : 

satisfait aux conditions imposées. D’aprés un raisonnement classique 

de F. Riesz, une suite minimisante (c’est-à-dire une suite (u,) de 

fonctions de (HM,) telle que lim M(u,) — d) est en même temps 


une suite de Cauchy, car pe 


(7 


M(É—t) = [Mun )-+M(u,)) — (it) < : 


si M(u,) et M(u,) sont inférieurs à d+ +. Elle converge donc au sens 
de la norme (et a fortiori uniformément sur tout compact) vers une 
fonction uw, qui prend la valeur 1 en q et qui vérifie M(u,)— d. 

Si v est une fonction de (HM,) qui s’annule en q, on a alors 


M(u, + 2v) > M(u,) 
quel que soit 2 réel, de sorte que M(u,, v) =o. Il en résulte que la 
fonction u, qui rend la norme j\u/|, minima est unique, et que pour 
toute fonction ue(HM,), M(u,, u) == M(u,). u(q) ; si l'on pose 


ne =p) =Kp. 9), 


on a M(u, v,)—u(q). C'est la propriété de reproduction (°°). Elle 


entraîne l’unicité et la symétrie de k(p, q), car 


Mv,, ¥-) =A(g, r) =K(r, q); 
k(p, q) est donc, pour p fixe, une fonction harmonique de q. 
Suivant la terminologie de S. Bergman, nous appellerons k(p, q) 
la fonction-noyau relative aux moyennes quadratiques. 
Si v,(p) admet la représentation intégrale de Martin 


JE: Sas) (s), 


et si ue(HM,) a pour mesure canonique associée f(s)dy,(s) la pro- 
priété de reproduction se traduit par : 


uE(HM4) et ve(HMw), ou ® et W sont deux fonctions convexes complémentaires, c’est-à- 
dire telles que /(t) et W(t) soient fonctions inverses l’une de l’autre (ce qui exige que 


fa) PS + co ). 
t>o 
(96) L'existence de la fonction v, se voit aussi de la manière suivante (N. ARonszasn [1]) : 


d’après Vinégalité de Scawarz, |u(p)| < (_[,K(e. sas)” [lu |k; u(q), pour q 
fixe, est alors une forme linéaire continue sur (HM,), donc u(q) = (u, ve), 
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Ma. 0) = fi fls)g,(s)ab,(s) =u(q) = fK(q, ss), (s) : 
cette égalité ayant lieu en particulier pour toute fonction f continue 
sur l',on a g,(s)—=K(q, s) », — presque partout. Comme g,n’est définie 
qu'à une équivalence près, ceci nous donne pour la fonction noyau 
l'expression : 


(1) k(p, q)= JL KP. s)K(q, s)d(s). 


Remarques. — 1. Si (u,) est une base orthonormale de (HM,), on 
sait que A(p, q) = Su,(p)u,(q)- 
2. Lorsque S est un domaine relativement compact très régulier 


d'une autre surface de Riemann S*, la fonction v, est la solution du 
probléme de Dirichlet pour S et la donnée frontiére 


(2e? dg(p: A 


dy dv 


(d'après l'expression des fonctions K(p, s) dans le cas envisagé). 
Par exemple, dans le cercle unité }\z/<1{, si l'on prend comme 
point a l’origine, A(z, %) est la fonction harmonique qui prend au 
point-frontière ze" la valeur 


rie ee i07 "2 
af + af te), c’est donc 1; 


e—àÿ) 1 —e 1 — 2} 


3. Soit G un domaine très régulier de S, contenant le point fixe 
a, et soit kg(p, q) la fonction-noyau relative à G, ug la fonction 


extrémale ss » et dé le minimum M,(ug) de Mcg(z) pour ue(HM, )g 
G ’ 


et u(q) = 1. Lorsque G tend vers S, ke(p, 9) tend vers Rp, q). En 
effet, M(u) croît avec G, tant que u reste définie dans G; siGc G’, 
on a donc Mg(ue) < Male) < Me (ucr), de sorte que dg croît éga- 
lement avec G, et a une limite finie puisque dg < d<&1. De plus, 
M,(ug, Ug) — de, donc Mg( ue — Ue) < der — de; si G’ et G” sont 
deux domaines contenant G, on a 


Melue == Ug) Le 2dG — 2dçr oor hdg << € 


si Gest assez grand. Par conséquent, les fonctions ug convergent en 
norme dans tout domaine G, du type indiqué, puisque (HM,)c, est 
complet, et a fortiori convergent uniformément sur tout compact. 
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Leur limite u vérifie Mg, (u)=lim Mg,(Uc < Im M,(ug), donc 


M,(u) < lim d; < d. Il en ré ol que u est la A désignée plus 
“GS 


haut par u,, et que lim dg, —d. Comme kg( p, gq) = Hot), on a bien le 
résultat andoncs: 

4. SiS est une surface de Riemann régulière (°"), c'est-à-dire telle 
que D, à = g/ P» 4) >à § soit relativement compact pour tout 
> o (propriété indépendante de a), on peut encore obtenir la fonc- 
tion-noyau de la fagon suivante : Soit h;(p, q) la fonction harmonique 
de p (pour q fixe ED, ;) définie dans D, ;, et prenant sur 


C, ,=}9(p, a) x 


les valeurs g(p, q); autrement dit, Ay(p, g) = g(p, 4) — gx(p, q), 
en appelant g; la fonction de Green de D, ;. On a alors 


(2) k(p, g)=hmz Cp. ALP: 9). 
ph 

Supposons d'abord que $ soit un domaine relativement compact 
très régulier de frontière C, situé sur une surface S*. Pour } assez 
petit, C, , est formé de courbes « parallèles » à celles de C, et est 
mis en correspondance biunivoque avec C par les lignes de Green 
qui rencontrent normalement C et C, ;. Prenons comme métrique 
locale, en chaque point de C, ds —\dg +idg*| (où dg désigne la 
différentielle de g(p, a) et dg” la différentielle adjointe), et appelons 
r(s, à.) le point où C, ; est coupé par la ligne de Green issue du point 


ù » 4), 
s de C; lorsque 2 —0, J _. P)_, 296 p) (De La Vallée 


A), dg(s, 
Poussin [1]) et LE. D) “gts. 9), de sorte que (2) résulte d’un 


passage a la limite sous le signe somme dans la formule 


hipaa) + fade), 
on À 


(l'intégrale est prise sur C, avec r —r(s, 2)). 
Venons-en au cas général. D’après ce qui précède, la fonction 


(57) On peut encore exprimer la condition de régularité comme suit (cf. M. BreLor et 
G. Cnoquer [1]) : le filtre des voisinages de la frontière idéale est régulier ; il coïncide 
avec le filtre de Green. 


« 
\ 


bee ae - 
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noyau k}\(p, q) relative au domaine D, x est égale à © xp. q) ; d'autre 
à 
part, la remarque 3 montre que lim k)(p, q) —A(p, q). La formule (2) 
À1= 0 


est alors une conséquence du théorème des accroissements finis (plus 
précisément une application de la règle de l'Hôpital). 


22. Fonction-noyau et classification. La formule(1) montre que 
k(p, q) est positive. De ce fait, les fonctions v,(q), harmoniques et 
valant 1 en a, sont bornées dans leur ensemble en tout point q (prin- 
cipe de Harnack). Il en résulte que pour tout g, v, est une fonction 
harmonique bornée de p. D'autre part, si pour q donné v, est 
constante (elle vaut alors 1), on a u(g) — u(a) pour toute ue (HM.), 
d'après la propriété de reproduction. Inversement, si ceci est vrai, 
v,(q) =0,(@) = 1 pour tout p, de sorte que v,(p)= 1. Remarquons 
enfin que pour q donné la condition v,— 1 équivaut à u,—1, ou 
encore à d—1 (u, et d ayant la même signification que plus haut). 


En effet, qe et u —-"1: de plus, si d—1, on a 
Ma ED «| 


M(u,) = M(1), d'où u, = 1, d'après l'unicité de la fonction extrémale. 
En résumé : 


Tutorime 16. — Soit S une surface de Riemann, a et q deux 
points fixes de S, \\u||, la norme [&(a)|'® sur (HM,), et k(p, q) la 
fonction noyau relative à cette norme. Les propositions suivantes sont 
équivalentes : 

a) La fonction v,(p) = À(p, q) est égale à la constante 1. 

b) Parmi les fonctions ue(HM.) qui prennent la valeur 1 en q, c'est 
la constante 1 qui a la plus petite norme |\u,. 

c) Le minimum de la norme, pour les fonctions: considérées en b), 
est égal à 1. 

d) Pour toute ue(HM,), on a u(q) —u(a). 


CorocLaire. — Pour que S appartienne à Cuma, à faut et il suffit 
que la fonction-noyau k(p. q) soit identique à 1. 

En effet, si ue(HM.) n'est pas constante, il existe un point q, deS 
tel que u(q,) ~ u(a). Dans ces conditions, k(p, q,) n'est pas égale à 1 
pour toute valeur de p, et par conséquent est une fonction harmo- 


Q EL a A r Q 
nique bornée non constante. La fonction-noyau pouvant être définie 


indépendamment des résultats de la section nr, nous obtenons ainsi 
12 2 rd ty on à = 
une nouvelle démonstration de l'égalité Cum, = Cus- 
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Pour les applications à la classification, il est plus naturel de 
considérer, à la place de (HM,), le sous-espace V des fonctions 
harmoniques à moyennes d'ordre 2 bornées qui s’annulent en a, de 
facon à exclure les constantes autres que zéro. L'existence d’une 
fonction-noyau k(p; a, q) relative à V se démontre par les mêmes 
moyens que précédemment, mais il est facile de voir que 
k(p:.a, g)—=k(p, q)—1 (car v, —1 appartient à V,et y possède la 
propriété de reproduction). Comme plus haut, la fonction-noyau de 
V est étroitement liée à un problème de minimum. Si nous prenons 
pour g un point fixe b, il nous faudra distinguer ici deux cas, selon 
qu'il existe ou non des fonctions de (HM,) qui prennent en a et b des 
valeurs différentes. S’il en existe (alors d < 1), la fonction qui donne 
à [lu], sa valeur minima (parmi les ueV telles que u(b)—1 est 
etat b)— 1 1 on : 

k(b, b)—1 k(b,b)—1 1—d 
s’il n’en existe pas, le problème de minimum n'a plus de sens, mais 
on est conduit à poser d’—-+ o, puisque toute fonction harmo- 
nique u qui vaut o en a et 1 en b vérifie Ms(u)— + 0. 

Lorsqu'on approche S par l’ensemble (filtrant pour €) des 
domaines relativement compacts très réguliers G contenant a et b, 
la distinction entre les deux cas est plus évidente que précédemment: 
En effet, s’il existe une fonction ue(HM.,) telle que u(a)=£ u(b). on 
peut toujours supposer que u(a)—=ohetralh} 1 On ga alors 
d'e < Mg(u) < Ms(u) de sorte que wee d'& < +  ; réciproquement, 


,»et le mininum de M(u) est d’ = 


si cette condition est remplie, les fonctions extrémales ug convergent 
vers une limite qui est la fonction extrémale pour S (même démons- 
tration que plus haut). 
La condition limdg—-+ o s’écrit encore lim Mg(kg)—=o (en 
G G 
posant pour simplifier kg =k¢(p; a, b)), puisque Us ET Or, 
; ' e(%G 
Mc) = ©" ir kédyc (où C est la frontière de G, et dy, la différen- 


Te) 
tielle adjointe de — dg(p, a; G)); on a donca fortiori, grâce à l’inéga- 


pe sr a 
lité de Schwarz, him zh a lkaldye — 0. Cette condition est équivalente 
GC . 


a la précédente, car elle exprime que la meilleure majorante harmo- 
nique de |k,| dans G tend vers o en a, donc uniformément sur tout 
compact. De plus, kg ALP: RES) 29 p, b ; G) __o9(p, a; G) . On 
y ov ov ; 
reconnaît là la dérivée normale de la fonction-noyau x¢(p ; a, b) 


— 
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relative à (HD) nV et à la norme \/D(u) (cf. Bergman |r| 
Ahlfors [6]. Virtanen [1]). On peut donc énoncer : | 


Tutortme 17. — Pour que S appartienne à Cy, il faut et ilsuffit 
que pour tout couple (a, b) de points de S, on ait, lorsque G décrit 
l’ensemble filtrant des domaines relativement compacts très réguliers 
contenant a et b 


(3) lim [ | € DRE 


G Jc ov 


Il suffit évidemment qu'on ait(3) pour a fixe et tous les points b 
d'un ensemble non rare de points de S. 


23. Les résultats précédents s'étendent en partie aux espaces 
(HM,), lorsque z > 1. En effet, dans ce cas, l’espace (HM,) est 
uniformément convexe et complet (puisque L'(T, y,) l'est); cela 
signifie que pour tout € > 0, il existe un nombre d(e), tendant vers 
o avec ¢, tel que, pour u et ve (HM,), les conditions 
# u+-v| eat. : rames À 
Hal <1, [mL < Tr et | > 1—(e) entraînent |u—w, <e. 


| 
lo 
Soit alors g un point fixe de S, etd= inf lu. Du fait de 
uE(HMa), u(q)=4 

la convexité uniforme, une suite minimisante est une suite de Cauchy 
(cf. Garabedian[1]), de sorte que la valeur d est atteinte pour une 
fonction u, de la famille considérée. 

Pour toute ve(HM,) qui s annule en q, et tout i réel, on a donc 
lu, +2 |, >| \u,||x. Si fid, et gd, sont les mesures canoniques 
associées à u, et v respectivement, il vient 


we Lf, + gd, > Ae \f#d, ; autrement dit, pour » fixe, 


o(à) zed f fo + rg\%dy, est minima pour } — 0. Or, dans l'expression 


de o(2) on peut dériver sous le signe somme, car pour 0 Deg, 
on a at— br La a“ ‘(a —b), de sorte que si A majore |}! et |2,), 


a ER < aif, lglg 


= 


le théorème de Lebesgue permet alors de passer à la limite, et l’on a 


Waa fit rgie' sen f, +79) du. 
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La propriété de minimum implique donc que pour toute gEta(T ; »,) 
et vérifiant de K(q, s)g(s)dv,(s) —0, on a je. | fe" sen f,gdv, — 0. 


Si eee K(p, s)f(s)dy,(s) est une fonction quelconque de 


(HM,), v=u—u(q).u, est nulle en q; par conséquent, l'égalité 
que nous venons d’ Haute nous donne plus généralement, quelle 
que soit fef*(I’, v,): 


LUE sen fé = fi Vales) - f KG. 8) f(s\b,(s), 


[K¢q, ot — y,-presque partout. 
KG Das) 


On voit ainsi que la faneeiae extrémale u, est bornée, et qu elle 
n'est constante que si K(q, s)— 1 y presque partout (auquel cas 
toute fonction quasi-bornée sur S prend la même valeur en a 
et en q). 

On montrerait sans peine la convergence des fonctions extré- 
males ug et des minima dg relatifs à des domaines d’approximation 
G de S; on pourrait également poser le problème de minimum pour 
le sous-espace de (HM,) formé par les fonctions qui s’annulent en a 
(ce qui permet de retrouver l'égalité Cyr, — Cup). 


ce qui exige: f(s) — 


Man + 


CHAPITRE IV 


CLASSIFICATION DES SURFACES DE RIEMANN 
CRITÈRES ANALYTIQUES 


1, — Fonctions analytiques à moyennes bornées et classes définies 
à partir de ces fonctions. 


Nous allons entreprendre à propos des fonctions analytiques 
uniformes sur une surface de Riemann une étude analogue à celle 
que nous avons faite pour les fonctions harmoniques. Les fonctions 
considérées seront soit partout régulières (autrement dit holo- 
morphes), soit régulières en dehors de pôles isolés (autrement dit 
méromorphes). Nous commencerons par étudier les moyennes des 
fonctions holomorphes. 


4. Moyenne d'une fonction analytique dans un ouvert annulaire. 
— Soit Q un ouvert annulaire de frontière C — C, u C,, sur une sur- 
face de Riemann S (cf. chap. ur, n° 1); soit x la fonction harmonique 
dans Q qui s’annule sur C, et prend sur C, la valeur constante 

RE ; 2 : or ‘ 
A>o telle que = ds — 1, et soit dy la différentielle adjointe à dx. 
Co OY = 
Si f est une fonction holomorphe dans Q, et « un nombre > 0, nous 
appellerons moyenne d'ordre + de f dans Q la fonction de À définie 
dans (0, A) par: 


m (}=m, (1 f, Q)— (f_,ifFay)”” 


Nous savons déjà que pour x >1 cette fonction est convexe. 
Mais l’analyticité de f nous permet d'établir pour m, une propriété 
plus précise. En effet, log| f/est sousharmonique : |/| est une fonction 
PL au sens de M. Montel (cf. Montel [1], Rado [2]). Or, ona: 


Tuéorime 18. — Soit u une fonction PL dans l’ouvert annulaire Q. 


178 M. PARREAU 


Pour tout x >> 0, log m,(à, u) est une fonction convexe de À pour 
eee en aE 

On peut supposer dans la démonstation que « — 1 et que v= log u 
est harmonique (sinon, on Me v par sa meilleure majorante 
harmonique dans A Re ie , pour tout couple (à,, à) tel que 


Gis Ane hy Se de wl Rae e’dy, il suffit de vérifier que 


mom") — m'(2)? est > 0. Or 
He en 


mm" — m' =| ay fe 1 
omme RE y = — = =e leg ws 
dv \° 
= fx) 
I pla sae v v dv\” | (fez ; 
on a mm’ —m = [edy. fe [()+ * dy ea >o 


d’après l'inégalité de Schwarz. L’égalité ne peut avoir lieu qui si 


ov : Re 
Ps o; v est alors une fonction linéaire de x. 


Comme plus haut, on peut remplacer Q par un domaine G pointé 
en a, et définir les moyennes à l’aide de la fonction de Green g(p, a; G). 


2. Fonctions analytiques à moyennes bornées. — Soit f une fonc- 
_tion holomorphe sur la surface de Riemann S tout entière. Si S, est 
un domaine canonique fixe de S, et S, un domaine canonique 
variable contenant S,, la condition nécessaire et suffisante pour que 
les moyennes m,(2, if; S, — S,) restent bornées par un nombre ne 
dépendant que de $, est que |/|* admette une majorante harmonique 
(théorème 3). Nous dirons alors que f a ses moyennes d'ordre « bornées 
sur S, et nous appellerons (AM,) l’ensemble des fonctions holomorphes 
sur S qui possèdent cette propriété. Quel que soit «, (AM,) est un 
espace vectoriel complexe, car |f +f{f<A (FF +If"), avec 
A,—=Max(i, 2%‘). Pour «>1, la relation fe(AM,) équivaut a 
AJHM et Jfe(HM,); de plus, (AM ), muni de la norme 


AL = Life (a)|"", où a est un point fixe de S, est un espace de 


(65) Cf. G. H. Harpy [1], F. Riesz [1], [2], P. Monrez [1]. 
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Banach (même démonstration que pour les espaces de fonctions har- 
moniques). Si 0 << a < f, m,(d, f) est inférieur à m,(, f), de sorte 
que (AM) = (AM:;). Enfin, si nous désignons par (AB) (resp. (AD)) 
l'ensemble des fonctions holomorphes sur S et bornées (resp. à 
intégrale de Dirichlet finie), nous avons évidemment (AB) c (AM ) 
pour tout «, tandis que (AD) c (AM), puisque (HD) c (HM,). 
Dans le cercle unité, les fonctions holomorphes à moyennes 
d'ordre « bornées sont celles pour lesquelles l'intégrale ie | fire's) | do 


reste bornée quand r— 1; les espaces (AM,) se confondent donc 
avec les classes de Hardy(*’). Considérons alors une surface de 
Riemann quelconque S, et son revêtement universel S, identifié à 
{|z|<< 1}. Si p(z) est la projection de zeS sur S, et G le groupe de 
substitutions linéaires qui laissent invariante la fonction p(z), on voit 
comme au Chap. m, n° 8, que les fonctions de (AM, }s corres- 
pondent de façon biunivoque aux fonctions automorphes par rapport 
au groupe G qui appartiennent à la classe de Hardy (AM,)s. Lorsque 
2 >>1, nous prendrons dans (AM, la norme classique, et dans 
(AM, )s la norme relative au point a= p(o); une fonction à moyennes 
d'ordre + bornées sur S et la fonction automorphe associée auront 
alors même norme. On peut donc étendre à une surface de Riemann 
quelconque le théorème de M. Riesz sur les fonctions conjuguées 
(M. Riesz[1]): 

Tuéorème. — Six est > 1, il existe une constante B, telle que, 
pour toute fonction holomorphe f =u iv appartenant à (AM,) et 
vérifiant v(o)— 0, on ait|v||, < B,||u|,. 

En appliquant ce résultat aux fonctions d’une exhaustion (S,) des, 
on obtient : 


CorozLaire. — Sipour « >> 1 la partie réelle d’une fonction holo- 


morphe f appartient à (HM,), f appartient à (AM,). 
3. Moyennes d’ordre zéro et classe (AM,). — Revenons a l'ouvert 
Q du n° 1. Si « tend vers o, m,(a, fi ©) tend vers la limite 


mr, f; Q)— exp( rf a log |f (dy), qui est encore une fonction 
multiplicativement convexe de ?, et qu'on peut appeler moyenne 
d'ordre o de f dans Q("). SiS, est fixe et 5, variable > S,, les 


(6) G. H. Harpy [1], F. Ruesz [1]. | 
(7) Cf. Harpy, Lirrtewoop et Poxya, Inequalities, Cambridge; 1934. 
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moyennes m,(2, f; S,—S,) restent bornées si, et seulement si, 
log|f| admet une majorante harmonique. La condition de borne 
ainsi obtenue pour f est peu maniable, et n'offre guère d'intérêt 
pour la classification. En effet, elle ne se conserve pas par addition, 
et surtout elle n’impose aucune limitation à la nature de la surface 
S ou à la croissance de f au voisinage de la frontière idéale; elle 
signifie simplement que les zéros de f sont assez rares (si S est 
parabolique, elle exprime que f ne s’annule pas; si S est hyper- 


bolique, que la série X9(p, b;), construite avec les zéros de f, 


converge("')). Nous définirons donc les fonctions « 4 moyennes 
d'ordre o bornées» par une condition plus restrictive que la 
précédente: nous appellerons ainsi les fonctions f pour lesquelles 
log |f| possède une majorante harmonique positive sur S (ce qui 
implique que S est hyperbolique). Il revient au même de dire que 
la fonction automorphe associée à f (voir le numéro précédent) a 
sa fonction caractéristique de Nevanlinna bornée, puisque, pour 
une fonction holomorphe dans { |2| <1}, cette caractéristique est la 


moyenne de log |f|. 

L'exemple du cercle unité montre qu’on impose aux fonctions f 
une restriction inutile en supposant qu'elles sont holomorphes. 
Nous étendrons donc notre définition aux fonctions méromorphes, 
de la façon suivante: 


Dérinition 1. — Nous dirons qu'une fonction méromorphe sur 


une surface de Riemann S appartient à la classe (AM) si log \f| admet 
une majorante harmonique sur la surface S' obtenue en ôtant deS les 


pôles c, de f, ou, ce qui revient au même, si log \f| admet une majorante 
surharmonique sur 8. 

Montrons l’équivalence des deux conditions. Si la fonction log| fh 
est majorée sur S par la fonction surharmonique V, elle l’est 
à fortiori sur S’, où elle est sousharmonique; elle y admet donc 


une majorante harmonique. Inversement, supposons log! fl inférieur 
sur S’ à la fonction harmonique H. D’après le principe de Picard, 
H est prolongeable sur S en une fonction surharmonique de la forme 


(7!) Si log| f| a une majorante harmonique U, on a, pour tout domaine relativement 
compact F de S, log | f(p)|+ > g(p, b;; G)<U(p). On en déduit que S9(p, bj) est 
* gun 4 bj€0 j 
inférieur à U(p) — log |f(p)|. Le mot « converge » signifie ici : n’est pas identique à 
+ 2, donc est < + o hors des bj. 


Dep €, 
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» x G( Ps Cx) +h, h étant une fonction harmonique positive régulière 
sur S, et , un nombre supérieur à l’ordre du pôle c,. Il en résulte 
que la série D g(P; Cx), dans laquelle chaque pôle est compté avec son 
ordre de multiplicité, est convergente. Nous avons vu que la série 
des fonctions de Green des zéros de f, > g(p, b;), converge également. 
La fonction harmonique 
(1) U(p) = log| f(p)}+ x (Pp, 6) — 2g(p; ex): 
régulière sur S, est majorée par A, d’après le théorème 1°"; elle 
appartient donc à (HM,), et log|f| est la différence de deux fonctions 
surharmoniques positives, ESS prete lei); (p:200): 
k j 

Réciproquement, si log|f|— V, — V,, avec V, et V, surharmoniques 
>o0, ona log|f|<V,. Donc: 


Tutortme 19. — Pour que f appartienne à (AM), il faut et il 
suffit que l’une des deux conditions (équivalentes) suivantes soit remplie : 

a) log|f\ est la différence de deux fonctions surharmoniques posi- 
tives ; 

b) les séries Yg(p; b;) et dg(P» c,), construites respectivement avec 
les zéros et les aes de f, sont convergentes, et la fonction (1) appar- 


tient à (HM,). 
La définition 1, et l’inégalité 


logif, +f,\<log|f,|+tlog|/i|-+log 2. 


impliquent que (AM,) est un espace vectoriel complexe ; c'est même 
un corps, puisque le produit et le quotient de deux fonctions de 
(AM,) sont dans (AM), d'après la condition a) du théorème 19. En 
particulier, si fe(AM,), il en est de méme de oe - eee que 
soient les constantes complexes a,, @,, a,, a,. Si l'on désigne par 
zw) les zéros de f(p) —w, la série Ÿ g(p, z(w)) converge pour toute 


valeur complexe w("). Enfin, pour 20, (AM,)c(AM,), car 
+ 4 I a 
log fI< ST 


(7) En excluant le cas trivial /(p) = wv. 
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Examinons maintenant le comportement d’une fonction de (AM) 
au voisinage d'une singularité isolée. Soit q un point de S, S’ la 
surface S—{q}, et f une fonction de (AM)s. Le point q ne peut 
être limite de ae de f, sans quoi la série LIP» c,) ne convergerait 


pas, une infinité de ses termes tendant vers g(p, q). Il existe alors 


rf 
un voisinage V de q tel que, dans V—{q}, log) /| ait une majorante 
harmonique H—=hA-+Kg(p, q), A étant harmonique dans V et 
K >0; f a donc un pôle d'ordre K au plus en q. Si f(AM, )s,, q est 
un point régulier pour f, car on ne peut avoir | f/*<h-+ Kg(p, q), 
que si f est bornée au voisinage de q. Ceci montre en particulier 
qu'il est inutile d’étendre aux fonctions méromorphes la notion de 
fonction 4 moyennes d’ordre « bornées, comme nous l'avons fait 
pour les moyennes d’ordre o. De plus, notre définition large de la 
classe (AM,) nous permet d’exprimer de manière simple le résultat 
précédent : 

Toute fonction qui est de la classe (AM,) au voisinage d'un point 
q, ce point exclu, est prolongeable au point q, et son prolongement 
est encore de la classe (AM,). 

Cette proposition est un cas particulier du théorème suivant : 


Tutorime 20. — Soient S une surface de Riemann, E un ensemble 
fermé de capacité nulle sur 8, et S’ la surface S-E. Si une fonction f 
appartient à (AM, )s, elle est prolongeable sur E, et la fonction 
prolongée appartient à (AM,)s. 

Nous supposerons f non constante ; S est alors hyperbolique. En 
adjoignant à E les zéros et les pôles de f, on obtient encore un 
ensemble fermé de capacité nulle ; on peut donc toujours supposer 
que f ne s’annule pas et ne devient pas infinie dans S’ ; log | f'| est 
alors harmonique sur S’, et, comme cette fonction appartient à 
(HM,)s,, elle est de la forme U*-+ h, où he(HM,)s et UF est le poten- 
tiel de Green (pour S) d'une mesure y portée par E (cf. M. Brelot [3], 
théor. 2). L’uniformité de la fonction f se traduit par les relations : 


(2) [+= (mod. 27) 


dv dv 


pour tout cycle C de S’; en particulier, si C est le bord d’un compact 
de S, ona: 


(2') mn 


c OY 
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puisque alors ds =o. En vertu du théorème de Gauss sur le 
c 
flux, la mesure -» d'un domaine relativement compact très régulier 
de S dont la frontière C ne rencontre pas E est donc un nombre 
entier. Or, il est facile de voir (”*) qu'un domaine quelconque peut 
être approché de l'intérieur par des domaines du type indiqué, de 
sorte que la propriété d'avoir une mesure -v. entière est vraie pour 
tout domaine, donc pour tout ouvert, et finalement pour tout 
ensemble v-mesurable. Elle est alors vraie pour * et »~ (d’après la 
formule 4 *(A)—supu(B)). Si p est un point quelconque de §, et 
BCA 


si { est le paramètre local en p (ce point correspondant à {— 0), 
onau‘(p)—=limu "(fé < rt). Il en résulte que si p appartient au 
r>O 


+ 


support de  *, la mesure  * comporte une masse ponctuelle en p; 

la même chose étant vraie pour »., on voit que » est de la forme 

Da — 2 ne, avec des m, et n; entiers > 0 ; l'ensemble formé par 
J 


les points c, et b; nécessairement discret. Si l’on pose : 
(3) log) f,(p) —h(p)+ Up) = hp) + 2 mg(p &%) — > nig(p, bj) 


cette égalité définit partout sur S une fonction analytique f(p), qui 
est uniforme à cause des relations (2), et qui est égale à f sur 5’. La 
formule(3) montre que f,€(AM,)s (théorème 19); si JE(AML, js, le 
prolongement est holomorphe, et FE AM, )s; pour les mêmes raisons 
que plus haut. 


2. Fonction caractéristique 


4. Fonction caractéristique d’une fonction méromorphe sur une 
surface régulière. — Les considérations du numéro précédent nous 
amènent à étendre à une surface de Riemann quelconque la notion de 
fonction caractéristique de Nevanlinna d'une fonction méro- 
morphe (*). Nous le ferons en deux étapes, en supposant d’abord que 
la surface considérée est hyperbolique et régulière (cf. Chap. 11, 
n° 21). Nous prendrons sur § un point fixe a; nous appellerons g(p) 


(73) Pour cela, on utilisera la propriété suivante, due a LepescuE (cf. M. Bre.or DD: 
tout point de E est le centre de circonférences arbitrairement petites ne rencontrant pas E. 
(4) Cf. R. Nevantryna [1], [2]. Une telle extension a été faite dans le plan par Gunnar 


AF Hittstr6n [t]. 


184 M. PARREAU 
la fonction de Green du pdle a, D, le domaine {g(p) >}, G, sa 
frontiére, et dh(p) la différentielle adjointe à — = dg(p). 


Soit donc f(p) une fonction méromorphe sur S, ayant pour 
zéros les points 6, et pour pôles les points c,. La fonction 


Ur(p)=logif(p)|-+ 2 gp, 5 Di)—_& Cp: cui Da) est harmo- 
D ho à CRE?) 

nique régulière dans D, ; sa moyenne par rapport à g est U,(a). On 
a ainsi, lorsque f(a) 0, «, 


(1)loglf(a)= fo lo8\f(p)aa(p)— 3 [9(6)—r]-+ À [9(cx)—. 


ED, 


. C’est la formule de Jensen. Si f a en a un pôle d'ordre m ou en 
zéro d'ordre -m, le calcul de U,(a) montre que la formule (1) doit 
étre remplacée par: 


(1') Him [logi f(p)|— mg(p)] 
= Jo loalf(plaep)— À (96) A + [90-3] —m 


ED 


l'accent placé après le Ÿ indiquant que la sommation porte sur les 
zéros ou les pôles différents de a. Si nous désignons par n(, f) le 


nombre des pôles de f dans{g(p) >2}, et si nous posons, avec 
R. Nevanlinna : 


NO. P)= ¥ [D A —n(æ, f} 
=f [nle, f)—n( 2, fJde—n(e, FA, 
m0. f= flog |f(p)ah(p) et TA, f)=NO.f)+m0. f) 


les formules (1) et (1’) peuvent. se mettre sous la forme : 


J 


Quand nous ne nous occuperons que d’une seule fonction méro- 
morphe f(p), nous utiliserons les notations n(?,, w), N(2, w), m(x, w), 


etc... à la place de ara) NO) mma) etc... 


(2) TO, = TO, +)+ Cte. 


pans 
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lorsque w est un nombre complexe quelconque(*). Pour tout w, on 
a alors la relation : 


(2) NO, w)+ mr, w)= TQ, f)+ 0(1), 
qui exprime le premier théorème fondamental de R. Nevanlinna. 
La fonction T(i, f) sera appelée la fonction caractéristique de f. 


Elle possède les propriétés classiques: elle croît quand 1 décroit 
(c'est-à-dire quand D, croît); elle est convexe en i. En effet, si 


os log|f(p)| — À g(p; cx Dy) est sous-harmonique dans D,, 


et sa moyenne sur C, est égale à mx, f) + NO, f)— N(u, f). Or, 

une telle moyenne a les propriétés indiquées (théorème 3). 
Rappelons qu'on peut également définir une autre fonction caracté- 

ristique, qui ne diflére de la première que par une quantité bornée 


(cf. T. Shimizu[1] et L. Ahlfors{1}, [3]). Soit 
= |w, —w,| os 
Vi+|o,P y+, 


la distance sphérique cordale de deux nombres complexes, et soit : 


[w, 2 w, | 


2 


1 
m*(2., w y log—— dh(p). D'après le théorème de la 
re Pr ONE 


variation de l'argument, on a pour deux valeurs quelconques w,, w,. 


= [ m0. w,)— mA, w;)| = n(r, wW,)—nQ, w,). 


En intégrant cette égalité, et en posant, lorsque w (a). 


I 


(3) THQ, 2) =NO. w) +m", w) Nos TT 9] 


on obtient T*(?, w,) = T*(2, w,). T* (A, w) ne dépend donc pas de w; 
nous le noterons désormais T*(A), et nous l'appellerons fonction 
caractéristique d’Ahlfors de f. Si nous calculons T*(à) en prenant 
w— w, nous obtenons aisément : 


TO, f)—log Vt + | fa) < T'O) re 
OS) BV <T(, f)—log V1 +|f(a) +; log 2. 


(*) Cela ne risque pas de créer de confusion, car on n’aura presque jamais à considérer 
la caractéristique d’une fonction constante. : 
78) Si w — f(a), on remplace la constante log —_——_ par 


lim (n( 2, w)g(p) — log [f(P), w]). 


p>a 
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dali yet LE + 
D'autre part, soit dz Sens Su of ; l'élément d’aire sur la sphère 


de Riemann. La quantité f log np ta ne dépend pas de w, 
par conséquent l'intégration de I’ TA nous donnera : 


(4) 1e al N(2, w) de(w). 


On a ainsi: 
(5) TO, f) => f A(x) + O(1) 


où A(i) = | n0, w)dr(w) est l'aire sphérique de la surface décrite 
par w—f(p) quand p décrit D,. 
5. Valeurs déficientes. — Les définitions données ci-dessus 


permettent d'introduire la notion de défaut. Nous appellerons défaut 
d’une valeur w relativement à la fonction f la quantité 


NQ, w) 
(A, w) 


Lorsque lim T(, f)}—+ 00, on peut remplacer T(}, w) par TO) 
À1=0 


S(w) = 1 — ae SUP 7, w) 


dans l’expression précédente. Ona de plus le théorème suivant, dû 
a O. Frostman [1] dans le cas classique : 


Tutorime 21. — Si la fonction caractéristique d'une fonction 
méromorphe f n’est pas bornée, les valeurs de défaut non nul par 
rapport à f forment un ensemble de capacité nulle. 

La démonstration est la même que dans le cercle unité. Il importe 
de remarquer préalablement que les ensembles de capacité nulle 
dans le plan complexe fermé (ou la sphère de Riemann) restent les 


mêmes lorsqu'on remplace la fonction fondamentale he 
par la fonction log wa *), qui permet de définir des SNe 
Wy, 


(78) Cf. O. Frosrman [1]. Il suffit i le voir pour un ensemble E compact dans le plan 
w| << © ; or, lo ns ES le — + Cte si €E, d t E le poten- 
|w| g CTP hs re se ays W y Wy e sorte que sur Ele poten 
tiel sphérique et le potentiel ordinaire d’une mesure portée par E ne diffèrent que d’une 
quantité bornée, La capacité nue de E sera par définition e—”, si m est le minimum 


pe": 
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toujours positifs. Soitalors une mesure « sphérique » > 0 demasse 1 
et de potentiel borné. D'après la formule (3) du n° 4 


fNe. w)du(w) = T*(r) + O(1), donc: 


: Nm) © TNT, D) 
Hasup TG) cee) = ae TO) 
ou encore [S(w)dp(w) <0; mais §(w) est >0, donc 8(w) =0 sauf 
sur un ensemble de mesure- nulle. L’ensemble des valeurs de défaut 
> o est ainsi de mesure nulle pour toute distribution de masses de 
potentiel borné ; il est alors de capacité intérieure nulle, d'après 
H. Cartan ([1},[2]). Mais c'est un ensemble borélien, de sorte qu'il 
est de capacité nulle. 

On peut méme montrer que si T(), f) n’est pas bornée, l’ensemble 


des valeurs de défaut supérieur d(w)=— 1 — lim DFE stricte- 

med ME 
ment positif est de capacité nulle. Nous emploierons à cet effet la 
méthode de Valiron-Ahlfors (). Soit H(à) une fonction > 0, décrois- 
sante, qui tend vers + o quand } —0, et telle que T(1) — H(à) ait 
les mêmes propriétés. Pour x donné, l’ensemble fermé E, des w qui 
satisfont à N(2, w) << T(A) — H(à) a une capacité sphérique inférieure 
à eH, car s’il est de capacité > 0, son potentiel sphérique d’équi- 
libre U™ vérifie : 


TO)= JNO. vds (u) + Je USE (p) — UP), 
et par conséquent a un maximum supérieur à H(). Donnons-nous 
alors un nombre à, > 0; et définissons par récurrence une suite On) 
au moyen des relations T*(2,,,)—=T*(™) + HQn,,)5 il est clair que 
I, > 0. SiF,—{(_ JE, on a NO, w)>T"Q) — 2HQ) pour 2 <>, 
ge . . ye 4 
et w€F, ; or, F, est de capacité sphérique inférieure a 


on) 


1+€ 


Si l’on prend H(2)—(T*Q)) ? (o<e<1), la capacité de F, est 


, on a 


du(w)—1, 


des maxima des potentiels sphériques des mesures > 0 de masse totale 1 et portées par E. 
Si E= UE,, et si C est la capacité sphérique de E,, et G celle de E, ona: 


log E< > log a 
nr n 


(77) G. Vazrmon [1], L. Autrors [2], R. Nevanuinna [>]. 
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au plus égale à e-{T"@r_1) ; l'ensemble F = [Ir est de capacité 
nulle, et si wéF, N(X, w) est > > T*0) —2(T"0)) = ~ pour À assez 


NQ. w) _ 
TO) — A ET tr 
Remarques. — 1. On montrerait comme dans le plan (cf. Gunnar af 
Hällstrôm [1]) que la somme des défauts est bornée dès que T(i, f) crott 
assez vite ; l'ensemble des valeurs déficientes est alors dénombrable. 
2. Si T(à, f) est borné, N(A, w) l’est également, quel que soit w, 
et on a lim N(2, w) =N(o, w)—Yg(z{w)), en appelant z(w) les 
>0 j 


petit, donc lim 
1>0 


racines de f(p)—w. Il en résulte que 29(P; 2 z(w)) est convergente 


(généralisation du théoréme de Blaschke). En particulier, LHP Cy) 
converge ; la moyenne sur C, de 


log|/(p)|— Zg(p. 1) est TO. f) —N(o. f), 


donc fe(AM,). La réciproque est évidente. 


6. Extension a une surface de Riemann quelconque. — Considérons 
maintenant une surface de Riemann ouverte S quelconque, sur 
laquelle est définie une fonction méromorphe f(p). Dans tout 
domaine relativement compact trés régulier G, de bord C, contenant 
un point a fixé une fois pour toutes, f a une fonction caractéristique 
(définie comme au n° 4): 


TO. fs G@)=NQ. fi G)+mQ, fi 6) 
= à (9e() — 4) + J, =} £(p)|dhe(p), 
ou ge(p)—=g(p, a; G), G, ={9e(p) >}, dhe =—"(dgc)" ; 


les points c, sont les pôles de f. Posons alors 
Dole Wome ane) S N(G; w)— N(o, w; G), etc... Nous avons: 
DSL Ba) A Jclosif(p) help) =N(G, f)+-m(G, f) (*); 


la fonction T(G, f), dont la variable est un domaine, sera encore 
appelée la fonction caractéristique de f sur S. Cette dénomination 
se justifie du fait que, visiblement, T(à, /; G)=T(G;, ‘SE 


(78) Nous supposerons désormais que g,(p) est définie pour tout point p de S, g,( P) 
ayant la valeur o si p&G. Si a n’est pas un pôle, on a alors: NAG, Fox Seen): 
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Quand G décrit l'ensemble filtrant des domaines du type indiqué, 
T(G, f)et N(G, w) sont des fonctions croissantes. En effet, si G c G’, 
N(G, w) < N(G’, w), puisque ge < ge, d'autre part, la fonction 
u(p) = log| f(p)|— 2 gp. c,; G’) est sousharmonique dans G’ ; 
comme Soo Ps x; G’)dhe( p) = g(a, ce, ; G’) — g(a, c,; G) (avec la 
convention faite dans la note (")), la moyenne de u sur C est 
mG, f)+N(G, f)—N(G, f), tandis que sa moyenne sur C’, qui 
majore la première, est m(G’, f). Done T(G, f) < T(G’, f). 

Le premier théorème fondamental s'exprime de la même façon 


que plus haut. Si f(a)£o, o, ona: 


T(G. f)— 1(6, + )+log/ (0) 


ee , A » x I 
Si a est un zéro ou un pôle, il faut donner un sens à N{ G, — Jou 


N(G, f), et pour cela introduire une fonction (G) destinée à jouer 
un rôle analogue à celui de la variable À dans les numéros précédents. 
Or, on sait (cf. chap. 1, n° 13) qu'il existe toujours sur S une fonction 
¥( Pp); harmonique et uniforme, réguliére sur S—f{a} , et ayant un 
pôle logarithmique d'ordre 1 en a, Nous prendrons pour (G) la 


moyenne de x sur le bord C de G, J hp)the(p): qui est encore 
égale à lim (;(p) — g«(p)), d’après la formule de Green. Il est clair 
pæa 


que 2(G) ne varie que d’une constante si on change la fonction y. 
Pour w quelconque, nous définirons alors N(G, w) par l'égalité : 


N(G, w) = 3 gel=(w)) — n(a. w(G) 


dans laquelle n(a, w) désigne le nombre des racines de f(p)—w 
situées en a. 
Si f(a)— 0 ou o, on aura: 


T(G, n=(s, s+ 
aver c= lim (log|f(p) +n(a, 0)7(p)) si a est un zéro, 
c— lim (log|f(p} — n(a, œo )(p)) sia est un pole. 


On peut encore définir la fonction caractéristique par la méthode 
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de Shimizu-Ahlfors. G, ayant la signification indiquée plus haut, on 
appellera A(G,) l'aire sphérique de la surface de Riemann image de 


G, par w—f(p), et on posera T*(G) = = Ne A(G,)d). T*(G) est 


; ; ; 1 
une fonction croissante, car si Gc G’, G, est contenu dans G;, donc 


A(G,) <A(G;), de sorte que TG SiG. En supposant f(a) 
— I 
fini, on a |T*(G) — T(G, f)+logV1 +] f(a)P| <j log 2. 


On appellera ici défaut (ou défaut inférieur) d'une valeur w rela- 
N(G, w) 
T*(G) , 
a Rite Pt ae Gray 
supérieur la quantité d(w) — 1 inf T*(G) 

Le théorème de Frostman et le théorème analogue relatif au défaut 
supérieur s'étendent sans difficulté au cas actuel, du fait que la 
«frontière idéale » de S a un système fondamental dénombrable de 
voisinages. Si lim T(G, f)—-+-00, les valeurs w pour lesquelles 

GæS 


tivement à f la quantité d(w)—= 1 — lim sup et défaut 
GS 


S(w) n'est pas nul forment donc un ensemble de capacité nulle. En 
particulier, l'ensemble des valeurs lacunaires d’une fonction de 
caractéristique non bornée est de capacité nulle. Lorsque S est 
hyperbolique, il en est de même de l’ensemble des valeurs que f ne 
prend qu’un nombre fini de fois, et, plus généralement, de l'ensemble 
des w pour lesquels la série(6) Ÿ g(p, z(w)) converge. Au contraire, 


. . . J . 

si f est de caractéristique bornée, la série (6) converge pour tout w; 
il en résulte que si T(G, f) est bornée, f appartient à (AM), et 
réciproquement. Nous avons en outre le critère suivant : 


Tutorime 22. — Pour qu’une fonction méromorphe f définie sur 
une surface de Riemann hyperbolique S appartienne à (AM), il faut et 


il suffit que la série E,g(p, z(w)) converge pour des valeurs w formant 
un ensemble de capacité strictement positive. 


CoroLame. — Si S est hyperbolique, si w — f(p) représente S 
sur une sur face de Riemann d'aire sphérique finie, f appartient à (AM ). 
En effet, si n(w) est le nombre (fini ou infini des racines de 


J(p)=w surS, on a fnQo)dr(w) < + o0, donc n(w) est fini presque 


partout, et la série (6) converge pour presque tout w. On verrait 


d'ailleurs aisément que T*(G) < A(G)+ C pour G3 D, . 


MOYENNES DES FONCTIONS HARMONIQUES ET ANALYTIQUES 101 


3. — Classes de surfaces. 


7. Définition. — Nous dirons qu'une surface de Riemann S appar- 
lient à la classe Cyy,, pour x >0, (resp. Car, Can) st toute fonction 
analytique uniforme sur S qui appartient à (AM ) (resp. (AB), (AD)) 
est une constante. 

En vertu des relations établies plus haut entre les espaces (AM ), 
on a pour 0< 2< B<-+ oo Cam, € Cam, € Cam, € Cas. Il est clair 
que ©, € Cam. Pour x > 0, Cam, contient Cy, car s'il existe sur une 
surface de Riemann S une fonction holomorphe f non constante 
e(AM,,), la fonction U—log f|+ Xg(p. b;) (où les 6; sont les zéros 

j 


de f) est la plus petite majorante harmonique de log|f|, donc Ut 


est celle de log|/|, et vérifie e** <1-+|f|*; l'existence sur S d’une 
fonction harmonique bornée non constante résulte alors du théorème 
11, appliqué à P(#) =e‘, à moins que U* ne soit constante, auquel 
cas f est bornée. On a évidemment Cup € Cap; comme (AD) c (AM,), 
Cam, € Car. Ce résultat est d'ailleurs une conséquence immédiate du 
suivant : 


Tuéorème 23. — S'il existe sur une surface de Riemann S une 
fonction holomorphe non constante à intégrale de Dirichlet finie, il y 
existe une fonction holomorphe bornée non constante. En d’autres termes, 
la classe Cas est contenue dans la classe Can. 

Soit w= /f(p) la fonction holomorphe non constante sur S qui 


satisfait à Ds(f) << + 0. Comme DS(/) = | n(w)do(w) (avec les 
mémes notations que plus haut), le domaine simple T=f(S) est 
d’aire finie; [T contient donc un compact K d’aire >o. S'il y a 


dans K un continu non ponctuel, le théorème est démontré; si K 
est totalement discontinu, la fonction de A. Denjoy[1 | 


= [ FE 


est uniforme, continue, bornée et non constante dans tout le plan 
des w (elle tend vers o quand w—>, et wo(w) tend vers l'aire de 


K), et elle est holomorphe dans [K, donc dans T.o(/{p)) est alors 


analytique uniforme bornée et non constante sur S. 
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Remarquons que le résultat précédent peut être établi à l’aide 
d'un théorème de L. Ahlfors[5], suivant lequel il existe une fonction 
holomorphe bornée non constante à l'extérieur de tout compact 
dont la capacité d'ordre 1 est > o(”). 

8. Nous avons vu que ©, c Cam. Pour une catégorie importante 
de surfaces, on a même l'égalité. En effet: 


Tutortme 24. — Sur toute surface de Riemann hyperbolique de 
genre fini, ou qui est conformément équivalente à une surface de 
recouvrement de la sphère de Riemann dont le nombre de feuillets est 
borné, il existe une fonction méromorphe non constante de carac- 
téristique bornée. 

Soit S une telle surface, et soit z(p) la fonction qui associe 
chaque point p de S sa projection sur le plan complexe (identifié 
la sphére de Riemann); d’aprés le corollaire du théoréme 22, 
appartient à (AM,) (°°). 

Par contre, nous allons voir qu'il y a des surfaces de la catégorie 
précédente (donc &Caw,) qui appartiennent à Cam, pour tout 2 > 0. 
Il en est ainsi pour la surface F’ construite par P. J. Myrberg{2| de 
la façon suivante: soit o(z) une fonction entière ayant une infinité 
de zéros e, tous simples et de module > 1, et soit F la surface à 
deux feuillets sur laquelle la fonction V2(2) est uniforme, D’ et D’ 
étant les deux domaines de F qui se projettent sur {|z| <ul 3 nous 


appellerons F’ (resp. F”) la surface F—D’ (resp. F— D”). Soit 
p—p* l'involution canonique de F qui associe à p le point de F qui 
a même projection z(p) que lui; p—p* caractérise les points de 
ramification. Si fe(AM,)p,, la fonction g(p)—(f(p)—f(p*)y, 
analytique sur F’n F”, y a ses moyennes d'ordre «/2 bornées; de 
plus, elle est uniforme en z, donc de la forme g,(2(p)), où g,€(AMaj2)c, 
en posant G—{1 <|z|<00}. Mais z= oo est un point frontière 
isolé de G, g, y est donc analytiquement prolongeable (cf. n° 4); et 
par conséquent est identiquement nulle, puisque z— oo est limite 
des zéros e, de g,, La fonction f est alors uniforme en z, et régulière 
pour tout z fini ou infini; c’est donc une constante. 

Le même raisonnement prouve. encore que toute fonction 


~*~ D” 


() L. Autrors [5]. Le théorème 23 a été démontré indépendamment par L. AuLrors 
et A. Beuruinc [1] pour les domaines plans, et étendu aux surfaces de RiEmANx par 
H. L. Roypen [1] à partir du résultat d’Aucrors et BEURLING. 

(*°) Je profite de cette occasion pour rectifier une erreur que j’ai commise dans ma Note 
des Comptes Rendus, 230, p. 751. La surface F/de M. Myreerc n'appartient pas à C 


* . . AMo? 
puisque la fonction z(p), par exemple, appartient à (AM 


we’ y 
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FEAM  )r est de la forme f(2(p)), où f, est une fraction rationnelle; 
fest donc prolongeable à la surface F tout entière (cf, Myrberg [2], 


[3], et Ahlfors [7]). 


9. L'exemple précédent nous montre qu'il peut exister sur une 
surface de Riemann § de genre infini un ensemble compact E ayant 
des points intérieurs et tel que toute fonction e(AM )s _ & soit prolon- 
geable à S. Plus généralement, le problème se pose de déterminer 
les conditions auxquelles doit satisfaire un compact E d'une surface 
S (qu'on peut toujours supposer close) pour que toute fonction de la 
classe (AM) définie dans un voisinage quelconque de E, sauf au point 
de E, soit prolongeable au voisinage entier. Il suffit que E soit de 
capacité nulle, d’après le théorème 20, mais ce n'est peut-être pas 
nécessaire, car si S est close et si S —S —E est hyperbolique, les 
fonctions de caractéristique bornée sur S’ dont l’ existence est assurée 
par le théorème 24 sont définies sur toute la surface S. 

Lorsqu'on pose le même probléme pour les fonctions de 
(AM,) (« > 0), la possibilité du prolongement équivaut à l’appar- 
tenance de S— E à Cau,. En effet, si le prolongement est possible, 
toute fonction de (AM, )s _ 5 est une constante, et s'il existe un voisi- 
nage V de E, et une fonction fE(AM, )y_# non prolongeable à V, un 
raisonnement analogue à celui de Sario ([2], $ 2) montre qu'il ya 
sur S — E une fonction non constante à moyennes d'ordre « bornées. 

Il serait intéressant de relier ces propriétés au comportement 
d'une fonction analytique au voisinage d’un ensemble de singularités 
essentielles, ou de la frontière idéale d’une surface de Riemann. 
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ESPACES ET LIGNES DE GREEN 
par M. BRELOT et G. CHOQUET (*) (Grenoble et Paris) 


INTRODUCTION 


1. Considérons d'abord un domaine plan ( simplement connexe 
en application conforme sur le cercle unité et sa fonction de Green 
G,(M) de pôle P. On sait que les trajectoires orthogonales des courbes 
G— C* établissent entre ces courbes une correspondance biunivoque 
conservant la mesure harmonique en P relativement aux domaines 
G <2, et cela se prolonge convenablement à la frontière de Q 
décomposée en bouts premiers. G. C. Evans te [1 1] a même montré 
que parmi ces trajectoires ou lignes de Green, presque toutes (au 
sens angulaire de départ en P) ont une longueur finie et convergent 
done vers un point-frontiére. Nous verrons que cela peut s adapter 
à un domaine de connexion quelconque et à des espaces supérieurs ; 
mais comme le grad. G peul alors s’annuler, on s’assurera d'abord 
que « presque toutes » les trajectoires de départ peuvent se prolonger 
sans rencontrer de zéro du grad G et de façon que G tende vers o. 
Alors si on se limite dans cet aperçu introductif d’abord à un domaine 
borné, ces lignes sont presque toutes de longueur finie et celles qui 
aboutissent aux points d'un ensemble-frontière variable e admettent 
au départ un faisceau de tangentes formant un angle (angle solide 
dans l'espace) de mesure proportionnelle à la mesure harmonique de e 
en P.En particulier, les points-frontière non accessibles par chemin 
de longueur finie forment un ensemble de mesure harmonique nulle, 


(*) Des exposés partiels ont été faits dans des communications orales par M. Brelot, à 
Lausanne, en avril 1949, à Paris en mai 1950, à Cambridge (U. S. A.) au Congrès Inter- 
national de septembre 1950, et à Grenoble au Congrès des Sociétés Savantes de Pâques 1952. 

(1) Pour les auteurs et travaux cités dans Je texte, voir la liste bibliographique en fin du 
mémoire ; les numéros entre crochets accompagnés ou non du nom de l’auteur précisent 
Particle de cette liste auquel il est renvoyé. 
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ce qui pour les domaines plans simplement connexes résultait des 
travaux de Evans ou LAvVRENTIEFF. 

Or De La Vazcée Poussin [17] avait donné la propriété de mesure 
harmonique nulle pour l’ensemble des points non accessibles et celà 
avait permis de traiter complètement un problème de Dirichlet 
ramifié (voir [8]) qui éliminait ces points-frontière et décomposait 
les autres; la nouvelle propriété plus forte permet de passer à un 
problème de Dirichlet « géodésique » plus raffiné, avec une topologie 
de la frontière qui fait disparaître les points non accessibles par 
chemin de longueur finie et décompose davantage les autres. Dans 
ces deux problèmes la frontière est celle que donne la complétion 
du domaine pourvu de la métrique « naturelle » ou respectivement 
« géodésique » : la distance de deux points est alors prise égale à la 
borne inférieure des diamètres ou respectivement des longueurs des 
courbes joignant les points sur le domaine (*). Ces raffinements 
n’épuisent nullement le sujet; les lignes de Green issues du pôle 
permettent davantage, comme on verra, en remplacant la mesure 
harmonique même ramifiée ou géodésique, par une mesure sur 
l’ensemble de ces lignes, dite mesure de Green, proportionnelle à la 
mesure angulaire de l’ensemble des demi-tangentes initiales. Un 
apercu précis des résultats essentiels a été donné dans deux notes 
(Brexor et Cnoquer [10], Brexot [g]) que nous allons développer ici. 


2. Mais ces questions comme bien des problémes sur les fonctions 
harmoniques, étudiées en détail dans les espaces euclidiens, font 
surtout intervenir des propriétés ou données de caractére local, de 
sorte qu il convient d'en chercher l'extension à des espaces globaux 
plus généraux mais par exemple localement euclidiens. 

D'ailleurs ce genre d'extension de la théorie des fonctions harmo- 
niques a déjà été fort étudié. Il y a longtemps qu’on a utilisé sur les 
surfaces de Riemann les fonctions harmoniques et le principe de 
Dirichlet. Dans l’ordre d'idées différent que nous allons reprendre 
et qui fait usage des fonctions sousharmoniques et du potentiel, les 
recherches se sont récemment multiphiées sur les surfaces de 
Riemann ; citons seulement Nervanuinna [17, 18], Hers [13], 
Baper [1], Sario [21, 25], Oursuxa [19], Kuramocui [14], PARREAU 


(*) On trouvera dans [8] sur le problème ramifié, historique et références. Citons 
outre [17], Perins (Trans Ann. Math. Soc., 38, 1935) qui, comme [17] n'utilise explicite- 
ment que la topologie euclidienne, et Karpos (Ann. Sc. Norm. Sup. Pisa, 2, 1942) qui, pour 
améliorer l’étude de Perkins, utilise la métrique géodésique, mais de manière erronée. 
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[20, 21, 22|, où l'on trouvera bien d'autres références. Quant à des 
extensions à des espaces généralisant les surfaces de Riemann, il y 
a peu de travaux systématiques et nous renverrons à un exposé de 
G. C. Evans [12] avec bibliographie, où il s’agit seulement de l’ana- 
logue à 3 dimensions des surfaces de Riemann élémentaires à un 
nombre fini de feuillets. 

Nous allons d'abord reprendre assez rapidement quelques bases 
globales de la théorie des fonctions harmoniques pour des espaces 
encore plus généraux : on examinera seulement le problème de 
Dirichlet ordinaire, l'existence d’une fonction de Green et quelques 
notions utiles pour la suite sur le potentiel correspondant. Ce sera 
l'occasion de donner des perfectionnements s'appliquant aux cas 
antérieurement traités (surfaces de Riemann ou espaces euclidiens) 
en montrant par exemple la possibilité de traiter complètement et 
très simplement le problème de résolutivité des domaines bornés de 
R° sans parler de points-frontière irréguliers. Puis c’est dans de tels 
espaces généraux que l'on étudiera directement la théorie des lignes de 
Green et quelques applications en partie esquissées plus haut: 
problème ramifié ou géodésique, usage de la mesure de Green. 

Détaillons un peu: 


3. On introduira comme espaces de base certaines variétés à t > 2 
dim., de façon précise les espaces topologiques & du type suivant : 
Espace connexe. tel qu'à chaque point P on associe un voisinage Up 
et un homéorphisme de Up sur un ouvert de l’espace euclidien 
Ri(z>>2) ou même, ce que le lecteur pourrait laisser de côté systé- 
matiquement, de l'espace R° (déduit de R° par adjonction d'un point 
Re à l'infini qui le rend compact); on suppose que l'intersection 
de deux tels voisinages admet des images correspondantes qui soient, 
par l'intermédiaire de deux homéorphismes, en correspondance 
isométrique (c'est-à-dire par déplacement à une symétrie près) ou 
même sit — 2 seulement conforme. 

Cela contient les surfaces de Riemann, les variétés analogues à 
2 dim. où les images précédentes sont en correspondance con forme sans 
conservalion nécessaire du sens, et aussi les espaces métriques connexes 
localement euclidiens auxquels Visométrie locale avec R° donne la 
structure utile. 

On verra au chapitre 1 que &, évidemment localement compact, 


est toujours métrisable et réunion dénombrable de compacts. A côté 


de l’adhérence E d’un ensemble E, on notera É sa frontière dans 
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telle topologie qu’on fixera et on écrira pour simplifier Q au lieu 
de {Q} pour désigner l'ensemble formé du seul point Q. 


4. L’harmonicité, la sous ou surharmonicité dans un ouvert Q de & 
et les notions locales connexes sont définies par les mêmes 
propriétés locales sur l’image, c'est-à-dire sur l'image de Qn Up pour 
tout PeQ (propriétés invariantes, par correspondance isométrique, 
ou dans le plan par correspondance conforme). Cela implique si l’on 
utilise la définition générale de & avec R° la connaissance de ces 
notions au voisinage de R? dans R*, avec l'usage de ho(M, P) 
généralisant le h(M , P) classique qui désigne dans R* MP*—* (z > 2) 
ou log 1/MP (:—2) (Voir |5]). On emploiera en général pour tout 
raisonnement local le langage valable sur l'image et souvent dans 
l'espace à t > 3 dim. 

On sait qu’une fonction sousharmonique n’admet pas de 
maximum sans constance au voisinage. Cette propriété locale a des 
conséquences globales : principe du maximum pour un ouvert non 
compact et relativement compact dans & (majoration par la borne 
supérieure des lim sup. à la frontière); constance si 6 —& est 
compact. Notons aussi que le rapport des valeurs d’une fonction 
harmonique >o dans un domaine (): quelconque de & en deux 
points variables d'un compact A c () est compris entre deux nombres 
>o ne dépendant que de A et . On voit encore qu'à toute u 
sousharmonique dans () c & correspond dans (2, localement donc 
globalement, une mesure «associée» <CO unique (ou masses 
associées) qui sur l’image de tout () n ‘lp est la mesure associée à u 
au sens de la théorie dans R‘*. 

Un ensemble e de & sera donc dit polaire s’il l’est sur toute image 
locale [4, 5]; cela signifie qu'à tout point P correspond un voisinage 
ouvert w de P sur lequel existe une fonction sousharmonique valant 
— © sur w n e. Quasi-partout signifie (sauf sur un ensemble polaire». 
Une fonction u est quasi sous ou surharmonique si elle vaut quasi 
partout une fonction sous ou surharmonique, nécessairement 
unique, dite régularisée et notée &. 

Les chapitres 1 et nu feront pour l'essentiel l'extension du problème 
de Dirichlet ordinaire traité dans R° (voir [2, 5, 8]). Sans vouloir 
faire ici d’exposé complet autonome, il sera plus facile de supposer 


connue la théorie dans R°, de s’en inspirer, et de traiter d'abord 
(d’ailleurs autrement qu'il n’a été fait pour les surfaces de Riemann) 
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le cas d'un domaine de &, relativement compact et de complé- 
mentaire non polaire; puis dans le cas général on se contentera 
d’adjoindre à & s'il n'est compact un « point d’Alexandroff » + 
pouvant être point-frontière du domaine Q et on raisonnera comme 
précédemment mais avec la topologie correspondante (ce qui est au 
moins un langage nouveau par rapport aux études analogues sur les 
surfaces de Riemann). Mais il n’y a de théorie que si l’on suppose sur 
Q l'existence d’une fonction surharmonique >o non constante ; 
cela équivaut (ce qui a été publié entre temps pour les surfaces de 
Riemann [Oursuxa. 19]), à l'existence d'une « fonction de Green» 
(de pôle quelconque) qu'on peut, comme dans les cas antérieurs, 
caractériser comme la fonction minima > o surharmonique, harmo- 
nique hors P et dont la mesure associée se réduit à la masse 1 en P. 
Le point .b constitue pour le domaine & — K (K compact non polaire 
d'extérieur connexe) un ensemble de mesure harmonique > o ou 
nulle selon quil existe ou non une fonction de Green de &; il 
remplace la frontiére « idéale » respectivement « positive » ou «nulle » 
de Nevanlinna pour les surfaces de Riemann ouvertes appelées 
respectivement hyperboliques ou paraboliques. 

D'autre part, ce point .b qu’on ne peut comparer aux points 
réguliers ou irréguliers semble introduire des difficultés d'adaptation ; 
il nous amènera en fait à reprendre la théorie de la résolutivité de 
manière à passer de la donnée continue à la donnée quelconque 
sans utiliser la notion de régularité, et par conséquent, de manière 
plus satisfaisante. 

Un espace admettant une fonction de Green sera dit espace de 
Green et le chapitre central 1v étudiera les lignes de Green dans ce 
cas général, ce qui pourrait d’ailleurs, comme on l'indiquera, 
s'étendre largement à des trajectoires orthogonales de types plus 
généraux. Puis on en fera aux chapitres suivants des applications 
diverses en mettant en relief l'usage avantageux de conditions aux 
limites, non plus en des points-frontière, ce qui impliquait la notion 
et la connaissance d’une frontiére, mais sur les seules lignes de Green 
pourvues de leur mesure de Green (ou sur des trajectoires plus 
générales) ; c'est ainsi qu'on explicitera une forme améliorée dans 
ce sens du principe du maximum(*). Sans pouvoir traiter un 


(3) Sur cet aspect du principe, inspiré des limites radiales de Fatou et des extensions 
par transformation conforme de Evans [12] nous ne pouvons signaler que des cas très 
particuliers analogues, de SimoLa [Ann. Ac. Se. Fenn. A, 99, 1951] qui étudie le potentiel 
et les lignes de Green dans les domaines plans limités par un nombre fini de courbes de 
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problème de Dirichlet correspondant à de telles conditions aux 
limites, on obtiendra d'importantes applications de la mesure de 
Green. Ainsi pour les fonctions holomorphes sur une surface de 
Riemann hyperbolique, on aura des propriétés de nullité ou de 
convergence partout, dérivant de conditions aux limites analogues ; 
propriétés améliorant beaucoup, méme pour un domaine simple- 
ment connexe du plan ordinaire, des théorèmes bien connus de 
Montez, F.-M. Riesz, etc. (voir p. ex. [15]) qui avaient été déja 
perfectionnés dans [3, 7, 8] au moyen de la mesure harmonique 
ordinaire ou ramifiée. On examinera enfin, dans une sorte 
d’axiomatique, les extensions du problème de Dirichlet pour une 
frontière topologique telle que soient satisfaites deux conditions 
fondamentales qui permettent d'adapter les raisonnements des cas 
déjà classiques conduisant au théorème de résolutivité. Grice aux 
lignes de Green nous verrons que ces conditions sont vérifiées dans 
deux cas importants, les problèmes ramifié et géodésique dont on a 
parlé au début seulement dans R°. La topologie ramifiée d’un espace 
de Green décompose d'ailleurs .4 tout naturellement en des points 
qui correspondent aux éléments-frontière (idéaux » des surfaces de 
Riemann; et la comparaison de la mesure harmonique ordinaire, 
ramifiée ou géodésique avec la mesure de Green montrera l'intérêt 
et la supériorité de cette dernière. 


I. — L'ESPACE FONDAMENTAL & 


5. Définition. — Rappelons que c'est un espace topologique 
connexe tel que : 

1. À chaque point P est associé un voisinage ouvert Up et un 
homéomorphisme f, sur un ouvert Up (dit image) de l’espace R° 
(déduit de l'espace euclidien R°à >. dim. par adjonction d'un 
point R® à l'infini qui le rend compact) c'est-à-dire que Hp(Up) = Up. 
Cela entraîne que & soit séparé. 

2. Si deux de ces ouverts Tr, Up, ont une intersection A non vide, 
l'homéomorphisme Hr, Mp. qui applique Ge, (A) sur Sp, (A) est 

ou a) une isométrie (directe ou inverse) laissant donc KR inva- 
riant. L'espace sera noté alors &,, 


ou 6) mais alors dans le seul cas r—2, une correspondance 
conforme (directe ou inverse). 


Jordan simples, et de PrivaLorr [23] qui considère dans l’espace les limites selon les 
normales à une surface-frontière assez régulière. 
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L'espace sera noté alors €. 

Noter que les sous-domaines d’un 6; ou &, sont des &; ou &,. On 
pourra toujours se ramener à ce que TV» soit l'intérieur ou l'extérieur 
d'une boule, le centre ou le point à l'infini étant l’image de P et 
même, dans le cas &,, de façon que ‘Up soit toujours l’intérieur (on 
dira que Up est sphérique). 

Tout point Q de 6; dont l'image §p(Q) est R°, ce qui est indé- 
pendant de P, sera dit point à l'infini (il n’y a pas lieu d’en considérer 
dans &,). De tels points sont isolés, donc leur ensemble est au plus 
dénombrable, comme il résulte du théorème suivant : 


Tuétorime 1. — L'espace &, (qui est connexe, localement connexe et 
localement compact) est métrisable donc(”) de base dénombrable. 

Prenons 6. Otons les points à l'infini. L'espace &° restant est 
connexe et admet une « métrique géodésique » obtenue à partir des 
arcs localement rectifiables joignant deux points (longueur définie 
par décomposition en arcs dans des Up, mesurés sur les images). 6° 
connexe localement compact métrisable admet donc(*) une base 
dénombrable et est une réunion dénombrable de compacts. Adjoi- 
gnons à &° s'il est différent de 6; un point d’Alexandroff pour le 
rendre compact selon &”. Alors 6” est métrisable (°). A partir d’une 
métrique correspondante «lb, introduisons la métrique naturelle de 
Mazurkiewicz dans 6° (distance de deux points égale à la borne 
inférieure des diamètres selon .1b des ensembles connexes contenant 
ces deux points et situés dans &°). Complétons &° ainsi métrisé; on 
obtient un espace métrisable qui, à une isomorphie près contient &. 
Donc & est métrisable. 

Passons à &,. Le revêtement (espace de recouvrement) universel 
de cet &, est un espace de type 6, soit &'; comme il est simplement 
connexe, il est orientable, donc on peut en remplaçant certaines 
images Up par leurs symétriques (par rapport à une droite) faire en 
sorte que l'intersection de deux voisinages ait de nouvelles 
images toujours en correspondance (conforme) de même sens. Il 
s’ensuivra d’après Rado que &' est une surface de Riemann classique. 
£! étant réunion dénombrable de compacts, l’image continue 6, l'est 


(+) Un espace localement compact métrisable est somme topologique d’espaces à base 
dénombrable donc d’espaces qui sont chacun une réunion dénombrable de compacts. Voir 
par ex. Boursaxi Top. gén. chap. 1x $ 2, exercice 23. 3 

(5) Un espace localement compact de base dénombrable est compact et alors métrisable 
ou bien devient par adjonction du point à l'infini d’Alexandroff un espace métrisable. Voir 
p. ex. Boursaxi Top. gén. Chap. 1x $ 2 exercices 14 et 22. 
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aussi: comme &, est localement de base dénombrable, il l'est globa- 
lement et par suite (voir note 5) métrisable. 
Cas particuliers : 1° Espace métrique connexe localement euclidien 
dont cette isométrie locale donne la structure d'espace &;(*). 
2° Les surfaces classiques abstraites de Riemann sont les 6, pour 
lesquels Gr, $5' sont des correspondances conformes directes 
(c’est-à-dire conservant le sens). 


> 


Tutorime 2. — L'espace à structure conforme ©, peut étre pourvu 
d’une métrique telle que transportée par toute §), sur Vimage Vp (supposée 
à distance finie), elle soit identique à la métrique engendrée par un ds? 
de la forme o(x, y) (dx? + dy’) où dx* + dy est le ds” plan et o(x, y) 
une fonction finie continue > o. 

On peut former une triangulation en utilisant des recouvrements 
finis de compacts par des parties compactes de voisinages ‘Up (parties 
dont les images dans Up seront par exemple circulaires); les 
triangles de côtés localement analytiques (sur toute image) seront 
avec leur frontière, chacun dans un Up qu'on fixera. On prendra 
dans chacun des tp correspondants un ds’ proportionnel à un 
facteur constant près au ds” euclidien. Puis on altére le facteur dans 
un voisinage arbitrairement petit des côtés de façon que le ds” ainsi 
associé à chaque triangle et son Up contenant se raccorde conti- 
niment dans Vp avec celui que donne la correspondance conforme 
à partir du ds” qui est de même associé à chaque triangle contigu. 
On pourra faire le raccord d’abord à travers les côtés en laissant les 
voisinages des sommets dont on s’occupera ensuite. La métrique 
géodésique associée au ds* obtenu pour chaque triangle répondra bien 
à la question. 

Remarque: On_peut faire en sorte que le coefficient o du ds? 
euclidien admette toutes les dérivées successives continues ce qui 
fait de 6, un espace de Riemann classique. 


6. — Surfaces et Domaines réguliers. — Intégrales. — Formules 
de Green dans 8. — Appelons surface régulière dans & (et en parti- 
culier dans R°) tout ensemble (ne contenant pas de point à l'infini) 
qui, dans un voisinage assez petit de chacun de ses points P est sur 
l'image Up une variété à r — 1 dim. dont l’une des coordonnées au 


(*) Il y a d’ailleurs correspondance biunivoque entre les espaces 8; sans points à l'infini 
et les espaces métriques connexes, convexes et localement euclidiens telle que pour deux 
espaces homologues il y ait une homéomorphie de ces espaces qui soit localement une 
isométrie, 


‘risera convenablement cctte 
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moins soit fonction à dérivées secondes finies continues des autres 
coordonnées (desquelles le point représentatif varie dans un ouvert 
de R*—*). 

Un ouvert w de la surface régulière © sera dit partie ouverte 
régulière s'il est relativement compact dans Ÿ et si au voisinage de 
tout point-frontière P dans Y, les points de sont, sur l'image 
locale, ceux d’un même côté de surfaces régulières (en nombre fini) 
non tangentes à = ni tangentes deux à deux, en P’ image de P. 
Une partie compacte réguliére sera l'adhérence d’une partie ouverte 
régulière. Tout ouvert w de * est réunion dénombrable de parties 
compactes régulières, d’intérieurs disjoints (et on peut imposer que 
chacune soit dans un des voisinages contenus dans les ‘Up et choisis 
en chaque point). 

Un ouvert Q de & sera dit régulier s'il est relativement compact et 
si au voisinage de tout point-frontiére P, Q est formé des points dont 
les images sont les points d’un même côté de surfaces (en nombre 
fini) régulières dans R° et deux à deux non tangentes en P’ image de 
P. Il sera dit très régulier si de plus la frontiére est une surface 
régulière. On peut former dans tout & non compact une suite 
croissante d’ouverts ou de domaines trés réguliers tendant vers 6; il 
suffit de former une telle suite d’ouverts réguliers ,(@, € @,+41) à 
surfaces limitantes planes et de les régulariser convenablement(’). 
De méme tout compact de & est limite d’une suite d’ouverts très 
réguliers décroissants. 

Intégrales. — On va donner un sens global a des intégrales qui ont 
un sens local sur l’image. 

Si on définit localement une mesure de Radon de maniére que 
deux images locales d’un méme ensemble aient la méme mesure, on 
obtient aisément une mesure de Radon dans & qui se réduit loca- 
lement aux précédentes, d'où un sens pour les intégrales corres- 
pondantes. Cela revient, pour un compact et une fonction localement 
sommable, a faire une décomposition en parties contenues chacune 
dans un , et à faire la somme des intégrales prises sur les images, 
ce qui est bien indépendant de la décomposition. 

Ainsi dans €, on définit la mesure-volume dv (ou aire pour t= 2) 


(7) Cette régularisation est aisée pour t = 2; pour t > 2, on pourra considérer un ouvert 
analogue w, voisin de w, et contenu dans w, ainsi que sa frontière, puis introduire la 
fonction égale à la distance à & dans w/ et prolongée par 0 à l'extérieur ; on régula- 
fonction et on prendra l’ouvert où la nouvelle fonction est 


> ¢ assez petit. 
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ou sur une surface régulière la mesure superficielle ds (ou longueur 
si t== 2), à parlir de ces notions sur les images locales. Dans é, ces 
mesures seront définies a partir d'un ds re théorème 2; il a un 
cas important où l'intégrale est indépendante du choix de ce ds’; 
c'est celui où l'élément différentiel interprété sur l'image est 
invariant par transformation conforme, car il fournit directement 
une mesure de Radon dans &; alors l'intégrale s'obtient par 
décomposition, intégration locale sur l'image et sommation. Telles 
sont les intégrales des formules de Green. 

Formules de Green. — Si un ouvert Q de R° est régulier, on sait 
que la formule de la divergence est valable pour une fonction 
vectorielle à dérivées premières finies continues dans un ouvert 
contenant (. D'où les formules de Green. 

Nous allons justifier de telles formules globales, pour Q régulier 
dans & et d’abord sans point à l'infini, avec f et g pourvues (loca- 
lement sur l’image) de dérivées secondes finies continues dans un 
ouvert contenant (): 


(1) f fagao+ J Sopdet [ (grad J. grad g) dd — 0 


et sa conséquence 


ey (fag — gAf) d+ | etre LCR ga )d=o 


(dérivées normales intérieures) 

On couvre () par un nombre fini de domaines contenus chacun 
dans un ‘lp et dont une image est une boule. On peut faire en sorte 
que ces domaines permettent une décomposition de Q, à des portions 
de surfaces régulières près, en domaines réguliers auxquels on 
applique la formule (1) valable comme sur l’image. Il n’y a plus qu’à 
faire les sommations. 

Pour f et g harmoniques, il vient donc les formules fondamentales 
pour la suite: 


(3) de cine aie f. grad g) dv=o 


Q . 


Ces formules s'étendent si fet g sont seulement harmoniques dans 
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Q avec des limites finies à la frontière pour elles-mêmes et leurs 
gradients. Cela se voit par approximation. On rappellera que si une 
fonction harmonique u, localement, d'un côté d'une surface Y 
régulière admet sur Ÿ une limite finie convenablement régulière (en 
particulier constante K) son gradient a une limite finie sur >; 
d’ailleurs si u prend la limite K sur Ÿ et si u > K ailleurs, le 
gradient-limite est non nul et normal, la dérivée normale est > o. 

Enfin, les formules (3) (4) s’appliquent aussi s'il y a dans 
Q (régulier) des points à l'infini. On le voit en isolant ces points par 
un voisinage (sphérique) et passant à la limite grâce à l'allure à 
l'infini d'une fonction harmonique au voisinage de R° (soit 


Tn 


Ce + >” =) et de son gradient, borné en module par La RS 
n=l 


/ 


Il. — LE PROBLÈME DE DIRICHLET 
ET LA FONCTION DE GREEN POUR LES DOMAINES 
RELATIVEMENT COMPACTS DE L’ESPACE & 


7. — Rappel de quelques notions locales (Voir [5]) 


Lemme 1. — Une famille ordonnée filtrante croissante de fonctions 
harmoniques a une limite (ou enveloppe supérieure) qui est + 0c 
ou harmonique. ; | 

Les points d'un ensemble où cet ensemble est effilé sont des 
points-frontiére formant un ensemble polaire. Pour un fermé E, 
l'effilement en QcE s'exprime aussi en disant que Q est point-frontière 
irrégulier de l’ouvert CE: l’ensemble des points-frontière irréguliers 
d'un ouvert w est polaire, et d’ailleurs localement, donc globalement, 
réunion dénombrable de compacts. 

La régularilé d'un point-frontière Q de w équivaut à l'existence 
au voisinage de Q sur » d'une fonction surharmonique > o tendant 
vers o en Q; et on peut alors en trouver une, harmonique et telle 
que sa borne inférieure hors de tout voisinage de Q soit >o. Un 
point n’est irrégulier que s'il l’est pour un des domaines composants. 


Lemme 2 (Prolongement sousharmonique). — Soit dans R*, uet v 
sousharmoniques dans les ouverts respectifs » et 5. On suppose 
u>v dans w n$ et que sur & 0 à la lim. sup. u en chaque point soit 
<< + o et quasi-partout <0. Alors la fonction (u, v) définie dans 
w u ÿ comme égale à u dans w et av ailleurs est quasi sous-harmo- 
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nique et la régularisée sous-harmonique (a, 0) (ou prolongement 
sous-harmonique de u quasi-partout par v) la majore,et ne peut en 
différer qu'aux points-frontiére irréguliers de w dans 0, où elle vaut 
la lim. sup. u en chacun de ces points (*). 

L'hypothèse à la frontière est satisfaite si u est une solution de 
problème de Dirichlet dans w pour une donnée bornée supé- 
rieurement et égale à v sur © n 5. Énoncé analogue pour un prolon- 
gement surharmonique. 


8. — Remarquons encore que la condition pour un ouvert de 6, 
d'être de complémentaire non polaire équivaut à dire qu'il y a un 
point-frontière régulier, ou encore que la frontière est non polaire 
(car un fermé polaire est dans tout domaine, de complémentaire 
connexe). 

Cela posé considérons dans & d’abord un domaine Q relativement 
compact; s'il est de complémentaire polaire, & est compact et toute 
fonction sous-harmonique bornée supérieurement dans ( se prolonge 
sous-harmoniquement avec la même borne dans & et est alors 
constante. Laissant de côté ce cas trivial, on supposera donc ( de 
complémentaire non polaire. 

L'extension provisoire et sommaire que nous allons faire du 
problème de Dirichlet pour cet ( se développe au départ comme 


dans R° [2,5]. 


THÉORÈME 3. — Soil sur la frontière © du domaine précédent Q une 
fonction f réelle finie ou non ; les fonctions égales à — ou soushar- 
moniques dans (, chacune étant bornée supérieurement et de lim. sup. 
en tout point-frontière < f, ont une enveloppe supérieure H, égale 


à -— 0, + 0 ou harmonique. De même l'enveloppe inférieure des 
fonctions + ou surharmoniques, chacune bornée inférieurement, 


de lim. inf, > f à la frontière, est H, égale à + 0, — oo ou harmo- 
nique. Et: 


(5) 


(8) Rappelons qu’une brève démonstration consiste à introduire localement w sous- 
harmonique < 0 valant — oo sur l’ensemble polaire de & M5 où en chaque point 
lim, sup. u > v; alors (u, v) + Aw(A > o) est sousharmonique et la limite pour À > o est 
quasi sousharmonique, donc aussi (u, v). On achève grâce à la propriété qu’une fonction sous- 
harmonique vaut en chaque point Q sa lim. sup. pour M > Q sur un ensemble non effilé 
en Q (Rappelons que l’effilement d’un ensemble n’est pas altéré par adjonction ou suppres- 

_ sion d’un ensemble polaire). 
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L'harmonicité ou valeur infinie de H, vient du lemme 1 car en 
remplaçant les fonctions sousharmoniques, sil y en a, dans un voisi- 
nage sphérique, par leurs intégrales de Poisson, on obtient des 
fonctions sousharmoniques de la même classe considérée ; l’inéga- 
lité (5) vient du principe du maximum. On ajoutera en cas de besoin 
l'indice supérieur (2 à ces symboles pour préciser le domaine. 

En cas d'égalité (qui a lieu partout dès qu'elle a lieu en un point) 
avec une fonction harmonique, notée H,, on dira que f est résolutive 
et H; solution du problème de Dirichlet. 

Associons au point-frontière Q régulier, au voisinage et sur ( une 
fonction surharmonique >o tendant vers o en Q et de borne 
inférieure > o hors de tout voisinage de Q. Par enveloppe inférieure 
avec une constante > 0 assez petite, on en déduit une fonction 
surharmonique analogue définie dans tout ( ; et il en résulte comme 
dans R° que pour f bornée supérieurement on a en tout point Q 
régulier : | 


(6) lim. sup. H{M)< lim. sup. f(P) 
Meo, M>Q PES, P>Q 
Si f est bornée, et continue en Q régulier, H, et H, tendent donc 
vers f(Q) en Q. La résolutivité de f finie continue dérive alors 
immédiatement du lemme suivant, conséquence du lemme 1 : 


Lemme 3. — Soit u sousharmonique bornée supérieurement dans 
un ouvert w de &, relativement compact et de complémentaire non 
polaire. Si lim. sup. u< 0 quasi-partout à la frontière (en particulier 
si cela a lieu en tout point régulier), alors u < 0. 

En effet u* prolongée par o donne une fonction quasi-soushar- 
monique dans 6. La régularisée, si elle n était nulle, atteindrait sa 
borne supérieure sur © et serait constante > 0 alors qu’elle doit 
tendre vers o sur en un point-frontière au moins. 


Tuéorime 4. — Si f est finie continue sur la frontière du domaine Q 
(relativement compact el de complémentaire non polaire), elle est 
résolutive etH,est la seule fonction harmonique dans Q tendant vers J(Q) 
quasi-partout à la frontiére, ou encore aux seuls poms réguliers. 

Alors H,M) est pour M fixé €Q une fonction linéaire de Lao 
avec f, définissant donc une mesure de Radon v"sur Ô, dite mesure 


‘2 < A 
harmonique relative à ( en M avec mes (Ô) — 1. On pourra écrire : 


H{M)= {fay 
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Lemms 4. — Si © est bornée supérieurement et semi-continue 
supérieurement, I, —H,— fod (fini ou non). 
Au lieu d'adapter la démonstration de R° [2,5] (*) qui utilisait la 
polarité de l’ensemble des points irréguliers, on va procéder sans 
faire intervenir la notion de régularité, d’une manière qui s’étendra 
par suite à des problèmes plus généraux. 
Soit 9, finie continue, bornée supérieurement, décroissante, de 
limite o. 
Alors TH? <H,, = fo" f odpm. 
Cette limite est soit partout — oc, et la proposition est établie, 
soit partout finie. Dans ce cas soit dans (): 
u, sousharmonique de lim. sup. à la frontière < 9, telle que 
u,(M,) > H4,(M,) pie puis 

u, sousharmonique de lim. sup. à la frontière < », — 9, telle que 
u,(M,) a H,,—»,(M,) Do Le 

u, sousharmonique de lim. sup. à la frontière < 9,—9,_, telle que 


u,(M,) > Hy,—¢,—.(M,) — 6 


(a> 0. Ye; — € arbitraire >0). 
1 


n 
Alors v, = Su; est sousharmonique, décroissante, de lim. sup. à la 


1 
frontière < 9, et 


va(M,) > H,,(M,) or Se. 


Donc v, a une limite sousharmonique v, admettant une lim. sup. à 
la frontière < 9 et 


v(M,) > fo du — «> H*(M,)—«. 
Mais v < H,. Comme ¢ est arbitraire, on a bien 


H,(M,) =H,(M,) Le du" où M, est arbitraire. 


(*) On montrerait que si e est fermé, de mesure harmonique nulle, il existe dans Q une 
fonction surharmonique > o de lim. inf. => 1 aux points de e, arbitrairement petite en 
un point fixé, et par suite qu'il existe une fonction surharmonique > o tendant vers + oo 
aux points de e. On en déduit qu'il existe dans Q une fonction surharmonique >> 0 
tendant vers + x aux points-frontitre irréguliers ct cela permet d'utiliser le raisonnement! 
_ de Rea] plus court que celui du texte. 
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Remarquons alors que pour f quelconque, II, est l'enveloppe 
r . . at . . 
supérieure des Hy pour © bornée supérieurement, semi-continue 


supérieurement < /. Mais l'intégrale inférieure { fdu™ est par défi- 


nition la borne supérieure des { oduM pour ces o. Donc 


(7) Hy= f fide. 


Tuéortme 5. — Pour que f soit résolutive, il faut et suffit qu'elle 
soit sommable-u" pour un point M, ou encore tout point MeQ et 
(8) H,(M) = [f du. 


On verra que, si (, est un domaine partiel, la fonction g égale à 


f sur Ô, nQ eta H,sur Ô, n Q est résolutive et que H°* — H?. De 
sorte que l'étude locale de H, à la frontière se ramène au cas de Re 
On trouvera plus de détails dans le cas plus général développé au 
chapitre m1, où sera indiqué en particulier le problème de Dirichlet 
pour ouverts, comme dans Re 


9. — La fonction de Green. — Tutorime 6. — Pour le domaine Q 
précédent, il existe pour tout PeQ (même à l'infini) une fonction 
unique Gp(M) surharmonique dans Q de mesure associée réduite à la 
masse 1 en P (donc harmonique hors P, continue en P et finie en P si P 
est à l'infini), enfin satisfaisant à l'une des conditions alors équivalentes : 

7) La fonction est bornée au voisinage de la frontière et s’annule 
quasi-partout à la frontière. 

8) Pour un voisinage i compact et d'extérieur connexe de P dans Q 
elle coincide sur Q —\Ù avec la solution du problème de Dirichlet pour 
une donnée-frontière égale à la fonction elle-même sur qv, à zéro 
ailleurs. 

Cette fonction s'annule aux points réguliers, satisfait à $ pour tout W 
et atteint son maximum en P seulement (maximum fini ou infini suivant 
que P est à l'infini ou non). 

Cette fonction G? (M) est la plus petite des fonctions > o satisfai- 
sant aux premières conditions (avant « ou f) ou même est la plus petite 
des fonctions surharmoniques > 0 dont les masses associées contiennent 
la masse 1 en P. 

L’unicité, l’équivalence de xz, 4% et les deux premières propriétés 
qui suivent résultent du lemme 3 et des propriétés à la frontière de 
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la solution du problème de Dirichlet. L'existence se voit en prolon- 
geant et modifiant par le procédé alterné une fonction surharmo- 
nique au voisinage de P, de masses associées réduites à la masse 1 
en P('°) grâce à une couronne entourant P et au problème de Diri- 
chlet que l'on vient d'étudier. La propriété finale de minima pourrait 
se voir sous sa première forme en reprenant ce procédé alterné. 

On obtiendra directement la forme générale en retranchant G» 
d'une fonction surharmonique >o dont les masses associées 
contiennent la masse 1 en P. On voit que la différence est surharmo- 
nique (en la définissant convenablement en P si P n'est pas à 
l'infini), bornée inférieuremsnt et de lim. inf. > o quasi partout à la 
frontière ; donc elle est => o par le lemme 3. 

Quelques propriétés de Gp: 1) Hors de deux voisinages compacts 
de P et Q dans Q, Gp/Gg est compris entre les bornes qu'il admet 
sur les frontières de ces voisinages. 

2) Si le domaine w, c ( tend en croissant vers Q, Gÿr est majorée 
par G£ et tend en croissant vers elle (application de la propriété 
minimale). 


Corottaine. — Symétrie: Gr(Q)— G(P) d'où l’autre notation 
G(M, P). On peut adapter la démonstration élémentaire ; siw, est un 
domaine très régulier dans l’espace (, Ja formule de Green, montre 
AQU SA ae (Via eee 

x 9 7, Sut la frontière du 
domaine obtenu en retranchant de w, des voisinages sphériques de P 
et Q. D'où la nullité de l'intégrale sur ces sphères ; il en résulte la 
symétrie pour w, ce qui se conserve à la limite. 

3) Continuité de Gp. Lorsque P tend vers PQ, Gp—Gp, en 
chaque point M (à cause de la symétrie) et comme il s’agit de fonc- 
tions harmoniques > o, la convergence est hors P localement uni- 
forme et entraîne celle analogue des dérivées, par exemple de grad. G. 
D'où la continuité de Gp et grad. Gp par rapport à l’ensemble (M. P) 
au voisinage de deux points distincts M, et P, de Q. 


la nullité de l'intégrale de G}» 


(19) Les fonctions de cette forme sont au voisinage de P sur l’image : 
R(M'P') + fect harm, si P est à distance finie (et d'image P’) 
à : 
ou —h(OM’)-+ Cte cr 
h(OM’) + we vs 


de Rr, X uniformément convergent). Elles admettent donc toujours en P un maximum 
strict respectivement infini ou fini. 


si P està l'infini (O point quelconque 
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10. — Le potentiel de Green. — v(M) — (GM, P dm(P) (masses 


m > 0) est dans Q partout infini ou bien surharmonique et d'ailleurs 
harmonique hors du noyau fermé des masses. Cela se déduit de ce 
que, pour M et P voisins d'un point P,, G(M, P) vaut la somme, 
sur l’image, de hg(M, P)(QP,) et d'une fonction «(M, P) symé- 
trique et harmonique en M et P, continue de l’ensemble (M, P) de 
points même voisins d’un même point Q. On voit de plus que la 
mesure associée à la fonction surharmonique v au sens de l'intro- 
duction est bien m.Lorsque les masses ne chargent qu'un compact 
d'un ouvert régulier w € ( le flux entrant vaut le produit de 9, par 
la masse totale (formule de Gauss), comme cela résulte du cas parti- 
culier de la fonction de Green. Enfin en reprenant les raisonnements 
dans R° [5] on pourra étendre avec Gp» la représentation potentielle 
de F. Riesz d’une fonction sousharmonique dans Q soit localement, 
soit globalement avec addition de la plus petite majorante harmonique 
(s’il existe une majorante harmonique). 


Application. — Soit sur Ô un ensemble polaire e. Il existe locale- 
ment (c’est-à-dire dans un ouvert w tel que w € Vp) sur () des masses 
> o dont un potentiel -hQ sur l'image vaut + co localement sure. 
Comme il n’existe pas toujours de domaine relativement compact et 
de complémentaire non polaire contenant Q, on introduira un 
domaine {), relativement compact et de complémentaire non polaire 
contenant un voisinage wp, (pris assez petit) d'un point-frontière P, 
Q, étant identique à Q au voisinage d’un point-frontiére régulier P, 
hors e. Alors le potentiel- Go des masses considérées situées 
dans up est une fonction harmonique > 0 dans Q tendant vers + 00 
aux points de e dans wp; par une sommation dénombrable de telles 
fonctions avec des coefficients assurant la convergence, on obtient 
donc: 


Lemme 5. Il existe dans Q une fonction harmonique > 0 tendant 
vers + co aux points d'un ensemble polaire donné sur la frontière. 

Conséquence : Dans le théorème 3 on aura les mêmes enveloppes à 
partir des seules fonctions harmoniques ou à partir de la condition- 
limite quasi-partout. 
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Ill. — EXTENSION AUX DOMAINES QUELCONQUES DE & 
ESPACES DE GREEN 


11. — L'étude du problème de Dirichlet dans un domaine se 
réduit à quelques remarques triviales si toute fonction sousharmo- 
nique bornée supérieurement est constante. Dans cette même hypo- 
thèse on ne pourreit non plus trouver d’extension de la fonction de 
Green si l'on veut qu'elle soit >o surharmonique avec une masse 
ponctuelle associée. Nous allons donc approfondir l'hypothèse 
contraire et étendre alors la théorie du problème de Dirichlet et de 
la fonction de Green développée au chapitre précédent. Donnons 
d'abord sur l'existence de la fonction de Green deux théorèmes 
contenant des énoncés publiés entre temps par Outsuxa [19] dans ~ 
le cas des surfaces de Riemann. 


Taéorème 7. — Dans 6, les fonctions de Green G> relatives à P fixé 
el aux domaines w relativement compacts et de complémentaire non 
polaire ont une enveloppe supérieure soit partout + w, soit finie et 
harmonique hors P (et alors finie ou non en P suivant que P est à l'infini 
ou non). Lorsque & n’est pas compact et si (}, est un domaine relati- 
vement compact lendant en croissant vers &, GS (M) tend vers 
l'enveloppe précédente. L’enveloppe est infinie si et seulement s'il 
n’existe pas dans & de fonction surharmonique >> o non constante. 
Sinon elle est surharmonique => 0, de masse associée réduite à la 
masse 1 en P; c'est alors la plus petite des fonctions surharmo- 
niques => o dans &, dont les masses associées > 0 contiennent la masse 1 
en P ; et elle admet en P seulement son maximum. 

Supposons d'abord § compact; soit Q -£ P un point non à l'infini 
et 5, un voisinage sphérique de centre Q et de rayon tendant vers 0 ; 
G&—® croît et la limite dans (Q — Q est, soit +o, soit surharmo- 
nique >o et alors harmonique hors P avec même flux ©. autour 
de P; mais ce dernier cas est impossible puisque cette fonction 
limite non constante se prolongerait surharmoniquement dans 6. 
L'enveloppe des G; est donc infinie. Supposons & non compact. 
Comme les (), finissent par contenir tout w fixé, l'enveloppe vaut la 
limite de G& et est donc soit + oo, soit surharmonique > o, harmo- 
nique hors P avec même flux 9, autour de P, c’est-à-dire avec masse 
associée + 1 en P. La propriété de minima vient de ce que les GQ», 
donc leur limite, minorent toute fonction du type considéré. 
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Supposons maintenant l'existence de » surharmonique > 0 non 
constante ce qui implique que & soit non compact. Otons de Q, un 


ben 


. . . r 1: LE r . * . 
petit voisinage W fermé de frontière sphérique W et considérons 
dans le domaine obtenu (2) la solution u, du problème de Dirichlet 


* * 
pour une donnée nulle sur @,, et valant sur W une constante K > 0 
égale à la borne inférieure de v dans W; o<.u,< K; u, tend en 
croissant vers une fonction harmonique u qui comme u, est majorée 


* 
par v et prend la valeur K sur W. Mais v ne pouvant atteindre sa 
borne inférieure, admet hors W une borne inférieure << K. Donc u 


aussi; et u est partout < K. Alors u admet le long de W des déri- 
vées normales (vers (2 — W) de borne supérieure < 0; le prolon- 
gement de uw par K-+2GW avec À assez petit donne dans Q une 
fonction surharmonique qui majorera tout Gy. 


Espace de Green. — Fonction de Green. —- Lorsqu’il existe une 
fonction surharmonique > o non constante, l'espace sera dit espace 
de Green ou greenien et la fonction minima du théorème sera dite 
fonction de Green notée G8. 


Tuéorème 8. — Si & est greenien, tout sous-domaine est greenien 
Si & n’est pas greenien, pour qu'un sous-domaine Q soit greenien, il 
faut et suffit que son complémentaire soit non polaire. 

En effet, si CQ est polaire et si ( est greenien, le prolongement 
harmonique de la fonction de Green de Q est fonction de Green de &. 

Supposons CQ non polaire: Q non compact est limite d’un 
domaine Q, croissant relativement compact (CQ, non polaire). 
Introduisons un petit domaine sphérique «w dans Q et la solution v, 


du problème de Dirichlet pour {2, — », la donnée o sur 0, et I 
sur 6 ; prolongée par 1 dans o elle est surharmonique > o et sa 
limite v aussi dans Q. Voyons que cette limite n’est pas constante. 
Siw, est un petit voisinage ouvert d'un point-frontière Q régulier 
de Q, on voit que v, prolongée par 0 hors Q, est majorée dans ( n w, 
par la solution du problème de Dirichlet pour l’ouvert Qn w, avec 
donnée o sur Ô et 1 ailleurs; cette solution tend vers o en Q et 
majore v d'où le résultat. 

Premières propriétés de la fonction de Green. — lly a extension 
facile des propriétés établies au chapitre précédent (n° g), en par- 
ticulier sur la limite pour ©, croissant vers Q et ses conséquences 
comme la symétric. Introduction analogue du potentiel de Green et 
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de ses propriétés données plus haut, comme la formule de Gauss, 
la représentation locale ou globale des fonctions sousharmoniques 
avec les mêmes énoncés. On peut enfin élargir le lemme 5 selon : 


Lemme 6. — Si le domaine Q c & est greenien, il existe dans Q une 
fonction harmonique > 0 tendant vers + 2 aux points d’un ensemble 
X 


polaire donné sur (). 


12. — Le problème de Dirichlet pour un espace de Green contenu 
dans &. — Introduisons l’espace &’ qui sera identique à & si & est 
compact, sinon déduit de & selon le théorème d’Alexandroff par 
adjonction d’un point noté .b. On prendra désormais dans ce cha- 
pitre, sauf indication contraire, toutes les notations topolcgiques dans 
cet espace compact &', d’ailleurs métrisable comme & ; par exemple le 
principe du maximum des fonctions sousharmoniques sera valable 
dans tout ouvert de &. 

Soit donc un espace de Green Q(e et sa frontière À pouvant 
contenir %). On étend aussitôt le théorème 3, en introduisant pour f 


réelle quelconque sur (), les enveloppes H®, He égales à +, — © 


ou harmoniques ; elles satisfont à H9< H? et leur égalité avec une 
fonction harmonique notée He, caractérisera la résolutivité de f. 

On peut, en s'inspirant d'un raisonnement donné dans R° [2] 
montrer qu'on aurait les mêmes enveloppes en imposant aux fonctions 
sousharmoniques de l'énoncé d’être finies continues (‘"). 

Quant aux points-frontière, 1ls seront soit le point .b, soit des 
points (de &) réguliers ou irréguliers au sens rappelé au n° 7 et on 


aura encore en un point régulier l'inégalité (6) pour le nouvel H,. 
Le rôle du point spécial .b ne permet pas une adaptation immédiate 


de la théorie faite dans R°. 


Tuorime 4’-9. — Si f est finie continue, elle est résolutive (et il 
s’ensuit comme dans R* [2] que H,est la limite de Hx, où F finie 


(11) On considérera (2, ouvert croissant (Q, € Q, +, CO) de limite Q, et par exemple 
régulier et même à surfaces limitantes d'images locales planes (ou analytiques dans 6,). 
On décompose Q, ; , — Q, en domaine w; réguliers et à surfaces limitantes analogues aux 
précédentes, mais de diamètre < &, 0 dans une métrique choisie pour &’. Alors soit u 
sousharmonique dans Q et de lim. sup à la frontière < f. En remplaçant u par Hz! dans 
chaque w; on obtient v >u encore sousharmonique et satisfaisant à la même condition- 
frontière ; mais v n’a de discontinuités que sur les frontières des w;. On recommence 
l'opération à partir de v avec de nouveaux Q, et w;. Après ++ 1 opérations convenables, 
_ ily aura continuité, 
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continue dans Q prolonge f et où (, est un domaine croissant 
tendant vers (). 

On supposera qu'il y a un point-frontiére .b, sinon ce serait le cas 
du chapitre 11, et on se ramènera à l'hypothèse f(.b)—o. Tout se 
déduit des deux cas f>o, f<o dont le second se ramène au 
premier. 

Supposons donc f > 0 et introduisons un domaine Q, croissant 
tendant vers &, tel que Q,c6; soit w, le domaine composant de 
Q, n Q contenant un point fixé de ( et qui tendra en‘croissant vers Os 

. r « x « . . . 
soit © égale à f sur (2, à o ailleurs. On voit que H,” est croissante 
et < H®, car si u dans w, est sousharmonique, bornée supérieure- 
ment et de lim. sup. < 9 à la frontière, u~ prolongée par o est sous- 
harmonique et permet de conclure. Ainsi lim. Ho < H? mais cette 
limite est harmonique et, comme H°», de lim. inf. > f aux points- 
frontière réguliers de Q; par addition de dv (A >0 quelconque, v 
harmonique > o dans Q fournie par le lemme 6) elle devient une 


fonction > He. Ainsi cette limite vaut à la fois H, et H, 


13. — Mesure harmonique et résolutivité générale. — Pour f 


finie continue sur Q , H, définit donc encore en tout MeQ) une mesure 
de Radon v™ >> 0 (mesure harmonique en M), de total égal à 1. La 
fin du théorème précédent se traduit en disant que la mesure harmo- 


nique sur 0, en M converge vaguement vers celle sur Q. 

On passera au théorème général de résolutivité par les mêmes 
raisonnements qu'au chapitre 1 grâce à l'extension littérale du 
lemme 4. On aura encore 


(7) HM) = ff de*, 


invariance en M de la sommabilité -u" et le théorème : 


Tuéorème 5/10. — Pour que f soit résolulive, il faut et suffit 
qu’elle soit sommable pour la mesure harmonique et alors : 


(8) H,(M) = f fae. 
L'interprétation de vu.“ par un balayage, bien connue dans R°, se 


trouvera généralisée au théorème 14. 


Quelques propriétés et extensions. — (1)° Les mesures harmoniques 
extérieure et intérieure d'un ensemble e sont H,,(M) et He,(M) 
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(9, fonc tion caractéristique). Leur nullité respective, indépendante 
de M, équivaut à l'existence d’une fonction surharmonique > 0 
tendant vers + aux points de e, ou respectivement à la propriété 
d'être <o pour toute fonction sousharmonique bornée supérieure- 
ment et de lim. sup. < 0 aux points- frontière hors e. Tout ensemble 
polaire de la frontière est donc par le lemme 6 de mesure harmonique 
nulle. 


(2)° Si f est résolutive, son maximum en mesure harmonique est 
la borne supérieure de H,. 

On voit en effet comme dans [6 p. 8] que si à est cette borne 
supposée finie et si f, —inf.(x, f) on a H,<H,, d'où, puisque 
H, >H,<+H;_,+, la conclusion H;_,,:—o. Extension à 
HZ — pour f quelconque. Ainsi la mesure harmonique exté- 
rieure a une borne supérieure nulle ou égale à 1. 


(3)° Extension du problème de Dirichlet à un ouvert. Un ouvert w 
dans 6, ou bien est un domaine non greenien, ou bien est réunion 
dénombrable d'espaces de Green disjoints. Dans ce dernier cas, où 
l'on dira que w est un ouvert de Green (ou greenien) on introduira 
H,, H,, H; comme égaux à ces fonctions dans les domaines compo- 
sants. Mais noter que H, est aussi l'enveloppe supérieure des fonc- 
tions dont chacune est bornée supérieurement et dans chaque 
composant — oo sousharmonique, enfin admet en tout point-fron- 
tière de w une lim. sup. (sur w) < f. En un point-frontière régulier, 
on aura encore l'inégalité (6). On appellera mesures harmoniques 
extérieure ou intérieure de ecd en Méw, les quantités H,, (M), 

H,,(M) (9, fonction caractéristique). On dira brièvement qu'un 


ensemble e de Cw est négligeable pour w si Ho, 3 — 


(4)° Soit w un domaine (ou ouvert) partiel d'un domaine (ou ouvert) 
de Green ( ; f étant donnée sur © et 9 valant sur &, f aux points 
de © et H9 ailleurs, on a dans wo: 


(9) Hy =H? (voir [8]). 


L'inégalité > est facile; on pourra pour l'iñégalité contraire se 
ramener au cas des domaines; on examinera aussitôt le cas de HS 
infini; puis lorsque H H9 est fini on introduira u sousharmonique 
quelconque dans w, tee supérieurement et dont la fonction v des 


lim. sup. à la frontière est majorée par f sur Ô et par HY sur onQ, 
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Pour voir que u < H® on introduira sur Q, o borélienne résolutive 
majorant 4 et telle que HY — HY et l’on voit que u < H®. 
Comme application citons la décroissance des mesures harmo- 


niques avec © et l'étude locale à la frontière, en se ramenant aux cas 
de R*. 


(5) Soit e fermé sur la frontière de l'ouvert de Green (2. Si sa 
mesure harmonique u est partout < 1, elle admet une borne supé- 
rieure < 1 sur tout ensemble E dont l’adhérence ne rencontre pas e. 

Cela vient de ce que la lim. sup. en tout point-frontiére Q hors e 
est <1. SiQ=.%, on peut voir cela en prolongeant u quasi partout 
var o sousharmoniquement au voisinage de Q ; la fonction obtenue 
ne peut valoir 1 en Q, sinon elle vaudrait 1 au voisinage ; elle est 
donc bien < 1 en Q (on peut aussi utiliser une majoration de u par 

2 où w est un petit voisinage ouvert de Q et o une fonction égale à 
u dans wn Q et à o ailleurs). On verra ensuite que si -b n'est pas 
adhérent à E, uw admet sur E une borne supérieure < 1; on en 
déduit que si <b n'appartient pas à e, u admet au voisinage de Jo 
une, borng supérieure < 1. 


(6)° Considérons sur e fermé, du même Q, un ensemble e, dont 
la mesure harmonique v,(M) tend vers o en tout point. Alors la 
convergence est uniforme sur tout E dont l’adhérence ne rencontre 
pas e. 

On considérera encore un petit voisinage w d’un point-frontiére 
Q + -4, non sur e et la majoration de v, par Hy, (J, égale à v, dans 
Q n Q, et à o ailleurs). Comme 4, —0, il ÿ a bien convergence uni- 
forme au voisinage de Q. On achève comme plus haut. 


(7) Si Q et Q, sont des ouverts de Green, E un ensemble de Qn Q, 
tel que pour un ouvert A>E, on ait On A=, nA, la nullité. de 
la mesure harmonique extérieure de E est équivalente relativement 
à Q et Q,. 

Comme un ensemble négligeable est contenu dans un borélien 
analogue, on se ramène à la conservation de la nullité de la mesure 
intérieure. Tout revient aisément à voir que, par agrandissement 
d'un domaine 2 en Q,, sans altérer Q au voisinage d’un compact e 
de 0, la nullité de la mesure harmonique de e est conservée. Or la 
mesure harmonique u, de e pour Q, est bornée par K < 1 sur 
Q, — Q et la mesure harmonique u de e pour {2 majore donc u, —k. 
Si a, était > 0, sa borne supérieure serait 1 dans (2 comme dans 
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Q, et u,—K aurait une borne supérieure > de sorte que u ne 
pourrait étre nulle. 


(8) Comme application, on démontrera comme dans R° [4], la 
propriété de De la Vallée Poussin que l'ensemble des points non 
accessibles de la frontière (dans &’) d’un espace de Green Q c & est 
de mesure harmonique nulle. Nous retrouverons plus loin (n° 32) 
ce résultat en l'améliorant, par une autre voie. 

Disons qu'un ensemble e hors d’un ouvert de Green o est en un 
point Ped négligeable (pour w) si l'intersection de e avec tout voi- 
sinage de P est négligeable. Alors si e fermé eQ est de mesure har- 
monique > 0, il est non négligeable en un point Qe. Métrisons &’ 
alors complet. Pour l’un des domaines composants w, de l'inter- 
section de ( avec une boule ouverte arbitrairement petite de 
centre Q,, e est non négligeable. Donc e est non négligeable en un 
point Q, pour w,. On formera ainsi une suite de domaines emboités 
à diamètre tendant vers o et il y a convergence vers un point de e 
accessible par (2. On conclut que l’ensemble des points non acces- 
sibles de Q est de mesure harmonique intérieure nulle. On achève 
en remarquant que l'ensemble des points accessibles est analytique 
puisqu'il en est ainsi localement hors .b. 


Remarque. — Si pour le domaine de Green Q c 6, -b est négli- 
geable, la théorie est analogue à celle du cas où .b n'existe pas, ou 
n'est pas point-frontière (Q relativement compact dans &). Car il 
existe une fonction surharmonique > o dans (), tendant vers + 00 
en +, et si u est sousharmonique et bornée supérieurement, elle est 
majorée par la borne supérieure des lim. sup. aux points-frontière 
réguliers. Noter que, comme on le verra, cette circonstance où .b 
est négligeable est toujours vraie si & n’est pas greenien. 


14. Variation de l’espace & contenant (). — Soient &, et 6, deux 
espaces du type & de méme topologie sur leur intersection. Tout 
ouvert ( de 6, n 6, qui est ouvert greenien dans l’un des espaces est 
ouvert greenien dans l’autre, car la notion d'espace de Green est 
intrinsèque comme celle de fonction de Green. 

Mais le problème de Dirichlet pour Q dépend de l'adhérence de 
() dans l'espace & choisi, donc du choix de ce &. Cependant, par 


exemple, si ( est relativement compact dans &, et &,, l’espace Q est 
le même d'où l’invariance du problème. En général : 


Tuéorème 11. — Soit « la frontière de Vouvert de Green Q dans 
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l'espace &, n &,, 9 une fonction sur . Les fonctions H, He relatives à 
la donnée f valant 9 sur x et une constante finie K ailleurs sur la fron- 
tiére, sont les mêmes pour les espaces &, et &,. 

Car HY par exemple, pris avec le choix de &, et 6,, est dans 
chaque composant w de Q l'enveloppe supérieure des fonctions sous- 
harmoniques ou — %, bornées chacune supérieurement, satisfai- 
sant enfin à la condition suivante prise au sens de la topologie 
dans 6,n6,: pour toute suite M,€o convergeant vers Qex, 
lim. sup. u(M,) < 9(Q) et pour toute suite M,€w sans valeur d’adhé- 
rence sur x ou w, lim. sup. u(M,) < K. 

En particulier, la mesure harmonique relative à Q d'un ensemble 
e ne dépend pas du choix d’un & contenant et e. 


15. — Autres critères d’espace de Green. — Tutorime 12. — Soite 


fermé c Ô (Q ouvert de Green). Si e est de mesure harmonique non 
partout nulle dans Q, & n Ce est un ouvert de Green. 

Il suffit, en effet, d'examiner le cas de Q domaine. Alors la 
mesure harmonique y, >> 0 dans (), prolongée par o et puis régula- 
risée (voir lemme 2) par augmentation en certains points-frontière 
irréguliers, donne dans &nCe une fonction sousharmonique v 
qu'on va étudier dans le domaine w composant contenant Q ; si w 
contient outre © d’autres points que des points-frontière irréguliers 
de Q, n'est pas constante et 1 — v est dans w surharmonique, non 
const., >> 0 donc > o de sorte que w est espace de Green ; sinon on 
voit que la fonction de Green de est fonction de Green de vw et 
w est encore espace de Green. 


CorozLaire. — En prenant pour e l'ensemble D, on voit que, si & 
n’est pas greenien, .v s’il existe est de mesure harmonique nulle pour tout 
Q de Green dont . est un point-frontiére. 

Particularisons davantage, en prenant pour Q. ouvert 6 — K où 
K est compact non polaire. Si .b est de mesure harmonique non 
partout nulle relativement à & —K, 6 est greenien. 

Réciproquement, d’ailleurs, si & est greenien, -b est de mesure 
non nulle pour & (puisque c'est toute la frontière) donc pour 6—K 
(K compact même non polaire). Donc: 

Crirère A. — Pour que & soit greenien, il faut et suffit que pour 
un ou tout K (compact de & non polaire) . existe et soit de mesure 


harmonique non nulle relativement à & — ke ; 


Remarquons que cette mesure est la limite de celle de (}, relative- 
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ment à Q,—K, pour un ouvert Q, relativement compact dans & 
tendant en croissant vers & non compact: les deux cas ou cette 
limite est partout nulle ou non ont été appelés dans le cas d’une 
surface de Riemann ouverte, par Nevanlinna, cas de frontière idéale 
«nulle » ou « positive», la surface étant dite respectivement para- 
bolique ou hyperbolique. Ainsi pour les surfaces de Riemann nous 
retrouvons le critère de Myrberg (voir Sarto | 24 |) de l'existence ou 
non existence d'une fonction de Green selon que la surface est 


hyperbolique ou parabolique. 


Remarque +. — Soit un compact K dans un espace de Green 6 ; 
si u est harmonique dans & et vaut dans & — K, la solution Hs K où 


o égale u sur K et o ailleurs, alors u— 0. 

Car si u avait sur K une borne supérieure > 0, ce serait une 
borne dans &, borne atteinte, et u serait constante > o. Cela contre- 
dirait le fait que la mesure harmonique de % n’est pas nulle pour 
6 — K Ainsi la borne supérieure de u sur K est <o et de même 
la borne inférieure est > 0. 

Extension: si wu sousharmonique est majorée dans 6 — K par 
He 2 men) 

Noter que pour & quelconque et K non polaire, cette propriété 
n'est toujours vraie que si & est espace de Green. 

Voici enfin deux critères, voisins de résultats de Ornsuka-Parreau 
[16,22] pour les surfaces de Riemann: 


Remarque 2.: Principe du maximum. — Si & n'est pas greenien, 
toute fonction u sousharmonique et bornée supérieurement dans 
un ouvert partiel () -£ 6 est majorée par la borne supérieure de ses 
limites supérieures à la frontière de Q dans &. 

Car ou bien le complémentaire de Q est polaire et u se prolonge 
sousharmoniquement, d’où uC”; ou bien Q est greenien et il 
suffit de se reporter à la remarque finale du n° 13 et au corollaire 
précédent. 

D'ailleurs, pour & quelconque et un seul Q du type 6&—K 
(K compact) la propriété n’est toujours vraie que si & n’est pas 
greenien. 

Car si & est greenien, iln’y a qu’a considérer la mesure harmonique 
de 4 pour 6 —K, (K, compact non polaire d’extérieur connexe 
situé dans 6 — K). 


Crittre B. — Soit K un compact non polaire dans & et u harmo- 
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nique >o dans &—K, égale à He=* où © est >0o sur K, nulle 
ailleurs. Le flux de u entrant dans un ouvert régulier w contenant K 
est > o ou nul suivant que & est greenien ou non. 

Si & est compact, le flux entrant dans w est nul parce que c'est 
aussi celui qui sort de l’ouvert extérieur à w, ouvert également 
régulier. 

Si 6 n’est pas compact, on introduira (), très régulier et tendant 
en croissant vers &, avec w > Q > K. Siu,— H%-K, on voit que le 
flux de uw, entrant dans (, est > o, donc à la limite celui de u entrant 
dans w est > 0. 5 

Sid, et J, valent sur (), deux constantes >o0 encadrant u, et o 
ailleurs, on voit par différence à l'aide du résultat précédent que le 


flux considéré de u est encadré par ceux de Ho Q: et Hix 9 fonctions 
non constantes ou constantes suivant que & est greenien ou non; 
les flux de ces flexions sont respectivement tous deux > o ou nuls. 
Lorsque & n'est pas greenien, il suffit de supposer, avec Orusuka, 
que u est harmonique et bornée dans lé complémentaire d'un compact, 
car on se ramène aussitôt au cas précédent. 

On en déduit d’ailleurs des énoncés d'existence de fonctions avec 
singularités données en utilisant le procédé alterné de Sario [23] 
applicable dans €. 

Par exemple: Étant donné sur le compact K de & non greenien, 
une distribution de masses de signes quelconques, mais de total nul, 
il existe une fonction unique à une constante près, harmonique 
hors K bornée hors de tout voisinage de K et qui au voisi- 
nage de K soit la différence de deux fonctions sousharmoniques 
dont les masses associées aient comme différence la distribution 
donnée. 


16. — Fonction de Green et mesure harmonique. 


_ Tuéonème 6-13. — Pour l'espace de Green Qc6, G8(M) est 
caractérisé pour chaque voisinage compact W de P dans Q, comme 
l'unique fonction surharmonique dans Q, de masse associée réduite 
à 1 en P et égale dans Q—W à la solution du problème de Dirichlet 


pour la donnée } égale à la fonction elle-même sur Wet ao ailleurs. 

Voyons d’abord que la fonction de Green Gp égale la solution de 
l'énoncé dans Q—W. Elle la majore évidemment. Puis cette 
solution prolongée par G dans W est quasi surharmonique et les 
masses associées contiennent l'unité en P, de sorte que le prolon- 
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gement régularisé, donc la solution considérée, doivent majorer G 
et par suite l’égalent. 

Réciproquement, toute fonction répondant aux conditions est 
unique (même en supposant sur W seulement que c’est un compact 
de ()). Car la différence de deux telles fonctions u, et u, est une fonc- 
tion harmonique 6 dans (2 (à condition d’être convenablement définie 
en P si P n’est pas à l'infini), et hors W, 4 vaut Hae où 4 vaut o 


sur À et 9 sur W. D'où 60 par la remarque 1 précédente (n° 15). 


CorozLaiRe 1. — En tout point-frontière situé dans 6, la fonc- 
tion de Green s’annule si et seulement si le point est régulier. 


Corottarre 2. — L'ensemble x où Gp, > Gp, (P,-£P,) n'est ni 
vide ni compact. Sinon la différence Gp, -— Gp, considérée hors d'un 
compact K de (2, au voisinage de P, et P,, et contenant «, serait 
harmonique > o, donc aurait d'après le critère B du n° 15 un flux 
> o entrant dans w régulier contenant K. 


Remarque 1. — Sans étendre ici la théorie de l'extrémisation 


développée dans R°, on améliorera un peu le théorème précédent en 
montrant l'égalité avec Gp de la solution H?—™ lorsque W est 
seulement un compact de () non effilé en P. 

Soit u la solution du problème de Dirichlet dans © — Q — W pour 
la donnée Gp dans Q et o ailleurs ; elle minore Gp. Soit v le prolon- 
gement (u, Gp); v est surharmonique d'après le lemme 2; elle 
minore Gp et, grace à la propriété minimale de la fonction de Green, 
il suffira de voir que la masse associée à v comporte en P une masse 
nt: 

Soit w, un voisinage ouvert assez petit de P et wo, —w, nw. Si f 
vaut u — Gp dans w et o ailleurs, H} + Hg; =H}. 

Or H':=v et d'autre part, Hg: —Gp comme il est connu sur 


l'image dans R°, soit par la théorie générale de l’extrémisation [6], 


soit seulement par l'expression de Gp(M) au moyen de RM, P). 


et par les propriétés de hg (voir [5]). Donc v= Gp 1H}: dans w,. 
Par prolongement dans w,, il vient grâce au lemme 2: 


aN ames 
d== Gp + (Hs : o) 
ou ce dernier terme est surharmonique, d’où le résultat. 


Taéorème 14. — Soit Q un domaine de Green dans l'espace de 
Green & (QA &) et P €Q. Soient up le prolongement de GQ par o, vp 


a 
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le prolongement par GŸ de la solution HS où > vaut G§ dans & et o 


. Me. ar & n . . 
ailleurs ; up = Ge — vp; Up el —Up sont quasi-surharmoniques au 
+ > ? sh TS S 
voisinage de Q n & et leurs. régularisées vp, — up admettent sur cette 


frontière une mesure associée identique à la mesure harmonique relative 


à Q et P. | 

Comme GË et GY sont au voisinage de P, égaux à une fonction 
harmonique près, G$(M) — G2(M) — HQ(M) définie par continuité 
en P, est harmonique dans (), et même nulle d’après le théorème 13 
et la remarque 1 du n° 14. D'où dans () la relation 


GE(M) — vp(M) = up(M) 


et la symétrie vp(Q) = vo(P) (QeQ). La relation est alors vraie par- 
tout. 


Étudions alors le potentiel-G& de la mesure harmonique y rela- 
tive à Q et P. En Q de Q, il vaut [GEM dp. = va(P) = vo(Q). En 
Q extérieur ou point-frontière régulier de (2, on a par la remarque 
précédente : aly G§ du = G&(P) = GË(Q) = vp(Q). Le potentiel consi- 
déré vaut donc partout Up d’où le résultat sur l’identité des mesures. 


Remarque 2. — Il est élémentaire que si 9 est une fonction 
>o continue au voisinage d'un point Q de R°, harmonique de 
chaque côté d’une surface régulière c passant par Q et s’annule 
sur c, elle est sousharmonique au voisinage de Q et les masses 
associées sont réparties sur o avec une densité égale à la somme 
des dérivées normales, au facteur près 9,. 


COROLLAIRE FONDAMENTAL. — Si dans le théorème 14, la frontière 
de Q est au voisinage d’un de ses points Q, une surface régulière, el Q 
d’un seul côté, la mesure harmonique considérée est au voisinage de Q 


l'intégrale en surface de + TE (‘*) (Extension immédiate par som- 
n 
mation, au cas où ( serait des deux côtés de la surface.) 
17. Sphère de Green. — Soit 0 LA < G,(P); l’ensemble des 


points M où Gp(M) < 2 est un domaine (sinon en remplacant 
Gp(M) par À dans un domaine composant ne contenant pas P on 


(#2) Cela pourrait s'établir directement à l’aide d’un domaine très régulier Q, croissant 
vers (2, coincidant avec Q au voisinage de Q. On verrait dans ce cas la forme de la mesure 
harmonique grâce à la formule de Green et on passerait à la limite. 
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aurait une fonction surharmonique contredisant la propriété mini- 
male de G). On le notera Di ; sa frontière dans &, formée des points 
G =}, sera dite sphère de Green, notée xh. 


Tuéorème 15. — Pour Di, G2 — > est fonction de Green de 
pôle P. 


En effet par la propriété minimale de la fonction de Green : 
x ach 
GP? < GO —) ; 


d'autre part, cette fonction de Green de D} s’annule aux points 
de 5, tous réguliers pour D} (puisque le membre de droite s'y 
annule). Si donc on modifie GY en le remplaçant dans D} par 


in G2* on obtient une fonction surharmonique > o dans Q, dont les 
masses associées contiennent l'unité en P et qui doit donc majorer G2 
d’où l'égalité. 

Tuéorème 16. — Les points-frontiére de D} situés sur Ô forment 
un ensemble de mesure harmonique nulle pour ce Di. 

Car si v est la mesure harmonique en M de cet ensemble, relati- 
vement à Di, la fonction dans D}, G2 — eu (s<< 7) prolongée par 
GY est dans ( surharmonique > 0, de masses associées contenant 
l'unité en P donc majore Gf. Ce qui exige v=o. 


CoroLLaiRe. — Si le domaine Q, croît et tend vers l’espace de 
Green Q la mesure harmonique de 0, n Dkrelative àw, =, n D} tend 
vers odans Dx. 

Elle est en effet majorée pour n assez grand par la solution du 
problème de Dirichlet pour o, relatif à la trace d'une fonction ® 


finie continue égale à 1 au voisinage de Q. Cette solution tend vers 
celle relative à D? et ©, laquelle est d’après le théorème précédent 
arbitrairement petite en P pour un choix convenable de ®. 


Extension. — Le théorème 16, obtenu aussi par Parreau a été 
étendu par lui aux ouverts lieux des points où un potentiel-G de 
masses > oest >o. 

La démonstration s'étend en remarquant qu'un tel potentiel est 
la plus petite fonction surharmonique >> o dont les masses associées 
contiennent celles données. Le corollaire qui ne dépend que de la © 
propriété de mesure harmonique nulle s’étend donc aussi. 


18. Filtre de Green et suites réguliéres de points dans l’espace 
de Green. Soit Q un domaine de Green dans {. Les ensembles 


| 
| 
( 
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de Q où Gp(M) < € (e variable > 0) forment une base de filtre et 
le filtre correspondant, indépendant de PeQ, sera dit filtre de Green. 
Un filtre # dans Q sera dit régulier s’il est plus fin (au sens large) 
que le filtre de Green, c'est-à-dire si Gp tend vers o selon J. 


Exemples. — Une suite M,¢€Q est régulière, si pour un (ou tout P) 
G(M,)—+ 0. | 

Un point-frontière Q £ .b, déjà appelé régulier, est caractérisé 
par la régularité du filtre des intersections avec ( des voisinages de 
Q, ou par la régularité des suites M, — Q. 


Tuéorème 17. — Pour qu'un filtre & soit régulier, il faut et suffit 
qu’il existe une fonction surharmonique v => 0 dans Q tendant vers o 
selon 3. 

La condition est nécessaire puisqu'il n'y a qu'à prendre la fonc- 
tion Gp. Elle est suffisante car si on considère un voisinage compact 


E de PeQ et f par exemple finie continue sur E où o = f= vet 


nulle sur OQ, la solution du probléme de Dirichlet pour Q —_E et f, 
sera majorée par v donc tendra vers o selon #; de même Gp () assez 


petit). 


Application. — Le théorème 16 se traduit de manière impor- 
tante : 
Tutortme 18. — Si u souharmonique bornée supérieurement 


dans Q admet une lim. sup. selon le filtre de Green <o, alors 
uo. 

L'hypothèse signifie que u<« (¢ donné > 0) dès que GQ(M) <A 
convenable. En considérant u dans le domaine Gp > À on voit que 
u Le puisque c'est vrai aux points frontières contenus dans (); 
done u< dans Q avec € arbitraire. 


Extension. — Remarquer que le résultat subsiste en remplaçant la 
condition sur la lim. sup. selon le filtre de Green par la condition plus 
faible lim. sup. u (M,) < 0 pour toute suite régulière convergente ; on 
peut méme excepter les suites tendant vers les points d’un ensemble 
de mesure harmonique intérieure nulle. 

Soit e l’ensemble fermé de (2, où en chaque point converge une 
suite régulière M, avec iim. sup u(M,) > 0. Introduisons (M) 
continue dans Q(o < <1) prenant la valeur 1 sure et telle que 


H9(P) <e (P fixé 0). 
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On peut trouver 2 >> tel que sl 
Go(M) <2 
p(M) < ee, 
on ait u(M) <e. 
Siu< A C*> 0, on voit que dans Di, u<ce+ o AH. 
Comme H3'(P) > H£(P)(1— 0) on conclut u(P) <o. 


Application. — Tutorime 19. — Considérons les fonctions u 
égales à — © ou sousharmoniques dans le domaine de Green Q, dont 


chacune est bornée supérieurement, et telle pour tout QeQ) et toute 
suite régulière M,—Q, que lim. sup. u (M,) <f (Q) donnée. Alors 
l'enveloppe supérieure des u est encore H? 

Evident si H;—+ oo. Si H, est fini, il existe o borélienne < f 
et résolutive telle que H,—H, et 9 ne diffère de f que sur un 
ensemble de mesure harmonique intérieure nulle. En introduisant 
v égale 4 + oo ou surharmonique, bornée inférieurement et de lim. 


inf. > 9(Q) en tout Q, on voit que u—v<o d'où u LH, —H}; 


Si enfin H,— — il s’agit de voir que u — — oo et on se ramène au 
cas de f< — 1. On peut encore trouver (en étudiant 1/f) 9 boré- 
lienne < f, (donc avec Hy — Hy = — oo) et ne différant de f que sur 


un ensemble de mesure harmonique intérieure nulle. On achève 
comme plus haut. . 

Ce théorème, qui d'ailleurs entrainerait l'énoncé précédent, sera 
amélioré de manière indépendante au n° 32. 


19. — Approfondissons les filtres (ou suites) réguliers convergents 
dont on va voir le caractère local. 


Tutorime 20. — Dans le domaine de Green Q, pour que le filtre % 
convergent vers le point-frontière Q (méme en %) soit régulier, il 
faut et suffit qu’il existe au voisinage de Q sur Q une fonction sur- 
harmonique v > o tendant vers o selon & ; il existe alors une fonction 
surharmonique U (même harmonique si la mesure harmonique de Q 
est < 1) >0 dans () tendant vers o selon & et admettant une borne 
inférieure >o hors de tout voisinage de Q. 

Supposons l'existence de v et voyons celle d'un U. Introduisons une 


fonction borélienne 9 (0<9< 1) sur Q, nulle et continue en Q. 
- Soit w l'intersection de Q avec un voisinage ouvert Ÿ de Q assez 
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petit pour que sur ‘Un Q, o<e (arbitraire > 0). En imaginant un 
compact K, croissant de limite Q on voit que la mesure harmonique 
v,(M) relative à w de &n Q—&nK, est < € dans un voisinage de Q 
quand n est fixé assez grand, soit n, (voir propriété 6 du n° 13). 
Alors H2 — »,, (M) est dans w une solution de problème de Dirichlet 
majorée par € Kv (avec C*K convenable). On en déduit que Hy 
tend vers o selon &. 


Or, on peut disposer de © de façon que pour une suite de voisi- 
nages ouverts V, décroissants de limite Q on ait o << dans 0, et 
o> = hors Ÿ,: 

Alors si v., désigne la mesure harmonique relative à Q de ‘VU, n Ô 


H, >———», 
n n 

d’où résulte (par la propriété 5 du n° 13) le théorème annoncé si la 
mesure harmonique de Q est < 1. Mais si cette mesure vaut 1 [dans 
quel cas Q est formé de &, diminué de Q (s'il est différent de b) et d’un 
ensemble polaire|, ilnya qu'à retrancher de Q un petit voisinage 
fermé sphérique Al, et reconsidérer H9 = avec o— 1 sur UW: en 
prolongeant Hy par 1 sur W, on aura dans Q la fonction surhar- 
monique cherchée. 

Remarque. — Dans un ouvert quelconque Qcéun filtre convergent 
vers un point-frontière Q sera encore dit régulier s’il existe au voisi- 
nage de Q sur Q, v surharmonique > o tendant vers 0 selon &. Il 
existe encore alors U surharmonique > 0 tendant vers o selon & et 
de borne inférieure => hors de tout voisinage de Q (on adapte la 
démonstration en ôtant d’abord un voisinage pour avoir un ouvert 
de Green) et si Q est un ouvert de Green autre que &—(Qu bu A) 
avec A polaire et mesure harmonique de Q —1, on peut avoir U 
harmonique. j 


# x » . 
Constquences. — THEOREME 21. — Pour l’espace de Green Q : 


1. Si le filtre & est régulier et convergent vers QeQ, et si f est 
bornée supérieurement : 


lim sup; Hy lim snp 


Méme démonstration que pour les points ou suites réguliéres dans 
R: grâce à l'usage de U et il y a extension aux ouverts de Green. 
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% . . . , 8 
2. Sif sur Q est bornée supérieurement et semi-continue supérieu- 
rement, H, est la plus grande fonction bornée supérieurement, sout 


égale à — > soil sousharmonique, et qui en tout point QeQ) admet une 
lim. sup. < f(Q) pour toute suite régulière tendant vers Q. 

3. Si f'est finie continue sur (1, H, est la seule fonction harmonique 

bornée tendant vers f(Q) pour toute suite régulière de limite Q 
* à À 

quelconque €Q) ; c’est aussi la seule fonction harmonique bornée 9 dans Q 


telle que, si F est un prolongement continu de f dans Q, o— F tende 
vers o selon le filtre de Green. 


IV. — LES LIGNES DE GREEN DANS UN ESPACE DE GREEN 6&. 


20. — Arcs et lignes de Green. — Fixons le pôle P de la fonc- 
tion de Green Gp(M). On emploiera dans & un langage qu'il faudra 
souvent interpréter sur des images locales sans qu'on ait à le dire 
(ces images locales étant toujours à distance finie dans le cas de &.). 

On appellera arc de Green tout arc ouvert de Jordan, ne conte- 
nant ni P ni point à l'infini, admettant (sur toute image locale) 


€ « x M A 
relativement à un paramètre ¢ un vecteur tangent = + o parallèle 


à grad G supposé non nul le long de l’arc. Autrement dit il doit 
satisfaire localement aux équations : 


(10) SSE ou dM A grad G=o 


et on l’orientera conventionnellement par grad G c’est-à-dire dans 
le sens des G croissants. G strictement croissant ou décroissant, et 
dérivable de ¢ sera pris comme paramétre canonique. 


Lemme 7. — Si en MP et non à l'infini, gradGo, il 
existe un voisinage de M, et € > o tels que par tout point Q de ce 
voisinage passe un arc de Green unique pour lequel G varie dans 
l'intervalle JG(M,) — e, G(M,)-+<¢[. Le point de cet arc où G—Xx 
(valeur de l'intervalle précédent) a des coordonnées sur l'image 
locale qui sont des fonctions analytiques (de l’ensemble) des coordon- 
nées de Q et de i, d'où résulte par exemple que si Q décrit l’inter- 
section de la sphère de Green G(M)— G(M,) avec une surface régu- 
lière non tangente, l'arc considéré décrit une surface régulière. 


Su. 
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Deux arcs de Green ont en commun un même arc de Green s'ils 
contiennent un même point. Si quand G tend vers sa borne supé- 
rieure (ou inférieure) sur un arc de Green, le point courant M 
admet une valeur d’adhérence Q, dans & non à l'infini, distincte de 
P et ou grad Go, alors M— Q, et l'arc peut se prolonger de façon 
à contenir Q.. 
0 . . va 

Ce sont des conséquences de l’analyticité de G et des théorèmes 

fondamentaux sur les équations différentielles. 


Lignes de Green. — Un arc de Green est dit maximal si aucun 
arc de Green différent ne le contient. Un arc de Green maximal sera 
appelé aussi ligne de Green. Par tout point QP non à l'infini et 
ou grad Go passe une ligne de Green unique. Considérons en 
effet tous les arcs de Green contenant Q et dont le début du lemme 
précédent montre l'existence ; soit B, la borne supérieure des 
bornes supérieures de G sur.ces arcs et B, la borne inférieure des 
bornes inférieures analogues. On voit qu'il existe un arc de Green 
contenant tous les précédents et dont les bornes de G sont B, et B.. 


Il est bien maximal. 


Tube (de Green) régulier. — On dira qu'un faisceau d’arcs de 
Green limités aux sphères de Green =, ZA est un tube régulier 
(,, 2,) s’il forme un « domaine régulier » et si gradG=o sur 
Vadhérence qui sera dite tube compact régulier. Les extrémités des 


re: dG 
arcs décrivent les « bases » dans ZM et 2. L'intégrale de no 


l'intersection du tube (ou du tube compact) avec XX variable 
(. compris entre i, et ?,, au sens large pour le tube compact) a une 
même valeur lorsqu'on oriente la normale dans le sens des G crois- 
sants ; c’est le «flux » du tube. 


Lemme 8. — Si une ligne de Green traverse =): en M, et D2 en M, 
(2, 4 2,), par tout point M assez voisin de M, passe une ligne de Green 
(unique) traversant X dans un voisinage fixé de M, el les coordonnées 
d'un point Q de la ligne entre EM et De sont, sur l’image locale, des fonc- 
tions analytiques de G(Q) et des coordonnées locales deM. Ilya dans 
tout voisinage de l'arc M, M, augmenté de ses extrémilé un tube régulier 
(4, à,) contenant l'arc. Plus généralement considérons une ponts 
compacte régulière « de la surface régulière SM déduite de = ‘en 
supprimant les points à l'infini et les points où grad G—o. Si les 
lignes de Green traversant x traversent >», elles engendrent un lube 


23/ M. BRELOT ET G. CHOQUET 


compact régulier (),,%,) (el coupent Ch: selon une partie compacte 
régulière de Sh). 

On opérera de proche en proche le long d'une ligne de Green 
partagée en arcs assez petits, en se ramenant à des problèmes locaux 


traités à l’aide du lemme 7. 


21. — Étude au voisinage du pôle. — THÉORÈME 22. — Dans 
un voisinage ouvert.assez petit du pôle P (supposé d’abord non à l'infini) 
passe en tout point différent de P une seule ligne de Green ; elle admet 
dans le sens des G croissants un point-limite qui est P, et en P une 
demi-tangente. A toute demi-droite issue de P correspond une ligne de 
Gre :n unique qui lui est tangente et cela établit un homéomorphisme 
entre les points de toute sphère de Green =} pour >. assez grand et les 
demi-droites issues de P. Dans cette correspondance la mesure harmo- 
nique en P d'un ensemble variable e borélien de 2} relativement au 
domaine D}(G>}) est proporlionnelle au flux entrant { ds et à 

e 


langle solide du faisceau des demi-droites correspondantes en P. 

Au voisinage de P, G vaut dans le plan log1/PM-+¢, dans 
l'espace R° (t > 2) MP* ‘+9 (o harmonique) et le gradient est 
évidemment ~ 0 hors P. Il est aisé de voir que ce gradient fait avec PM 
un angle arbitrairement petit avec la distance PM donc que PM est 
fonction strictement décroissante de G le long de la ligne de Green / 
passant par M, assez voisin de P et que le rapport entre la longueur 
de l’arc et la variation de PM est voisin de 1 ; il s'ensuit, sans même 
utiliser le lemme 7 que lorsque G tend vers sa borne supérieure 
sur /, M ne peut avoir deux valeurs d’adhérence +P; s’il en avait 
une seule, c’est-à-dire s’il avait un point limite QP, on pourrait 
prolonger l'arc au dela de Q ce qui est contradictoire. Ainsi MP, 
G tendant vers + oo. 

Comme on peut prendre PM —r comme paramètre, on transfor- 
mera les équations différentielles en passant aux coordonnées sphé- 
riques de centre en P. Ainsi dans le plan, elles deviennent 


DS pn À 
dr 1 —r(9,,cos 4+ 9, sin 6) 


où le second membre est au voisinage de o borné indépendamment 
de 9. Donc toute intégrale 6(r) pour r > o assez petit admet une 
limite finie pour r—o et il y a pour o <r<r, fixé convenable 
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une intégrale unique de limite donnée arbitraire pour r—o et 
variant continiment avec cette valeur initiale. Il y a application 
biunivoque continue du compact des demi-tangentes initiales dans 
Y d’où VFhoméomorphisme de l'énoncé, qu'on démontrera de même 
pour t< 2 (**). 

Comme la fonction de Green de DÀ de pôle P est Gh(M) — à, 
la mesure harmonique de l’ensemble borélien e de l'énoncé est 


>, « r dG ~ 
portionnelle a | os ds ; les YA pour à > x, assez grand sont en corres- 


pondance homéomorphe par l'intermédiaire des demi-droites issues 
de P, ou par les lignes de Green qui les traversent. L'égalité du 
flux pour e, dans Y}! et e, dans ©}? ainsi correspondants se déduit 
du cas où les e sont des parties ouvertes régulières de A et ZX et 
cela se traite grâce au lemme 8 par la notion de flux d'un tube 
régulier. 

Enfin le flux d'un tube régulier (à, fixe, À variable — + o) de 


base fixe dans 1 vaut d’après la formule (4/) l'intégrale de a a travers 
n 


la portion S, de surface sphérique (PM =r) contenue dans le tube 
(en supposant que cette sphére ne coupe pas Yi ni ZX). C'est, pour 
r assez petit, arbitrairement voisin du flux de log 1/PM ou PM°-", 
c’est-à-dire à un facteur près, de l’angle (solide) du cône du sommet 
P et base S,. Vu la convergence de la demi-droite PM vers la tangente 
en P, uniformément pour les lignes de Green, on voit que cet angle 
(solide) tend vers celui du cône des demi-tangentes. 


Cas pu pote P A L'inrini. — THÉORÈME 29/. — Même énoncé en 


rar ET . “cvs . 
(13) U étant le vecteur unité sur le vecteur PM, PM — rU et l'équation différentielle 
(10) des lignes de Green s'écrit 


(rdU + Udr) /\ grad G—o ou ro A grad G+ U grad G=o. 


Le premier membre s’il n’est nul est perpendiculaire à grad G voisin en direction de U, 
de sorte qu’en multipliant vectoriellement par U on obtient une équation équivalente : 


re (U. grad G)+ U(U. grad G) — grad G =0 
J 


dU 1 grad G—U(U. grad G) 


à &æ Or U. grad G 


ce qui pour t > 3 donne : 


HY rad @ — U(U grad +) 
dr 9 —t-+(U grad 9) r*—* 


à partir de laquelle on raisonnera comme dans le texte, 
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remplaçant les demi-tangentes par des directions asymplotiques 
orientées issues d’un point fixe et À étant assez voisin du maximum 
Gp(P) de Gp(M) dans €. ve 

La démonstration précédente s'adapte en remarquant qu'au voisi- 
nage de R% sur l'image, G est de la forme K—r° "+ À Yyr 


na 


(r=OM, Y, fonction de Laplace) ; on prendra 1/r comme paramètre. 


22. Etude globale. — Lignes réguliéres. Mesure de Green. — 
Une ligne de Green est dite issue du pôle P si le point courant tend 
vers P quand G tend vers sa borne supérieure sur la ligne, ce qui 
équivaut 4 dire que cette borne sur la ligne est celle de G dans & 
(c'est-à-dire + co si P n’est pas à l'infini). On dira qu'une ligne de 
Green est régulière si elle est issue de P et si la borne inférieure de 
G sur la ligne est o. 

Sur l’ensemble { des lignes de Green issues de P, on choisira la 
topologie telle qu'il y ait homéomorphisme avec l'espace des demi- 
droites correspondantes, tangentes ou directions asymptotiques 
initiales, c'est-à-dire avec la sphère unité S décrite par le point 
directeur de ces demi-droites. Sur l’espace compact Ÿ on définira 
ainsi une mesure de Radon dite mesure de Green (de total 1) qui 
vaudra le quotient par o, de la mesure-aire sur S ; elle vaudra donc 
la mesure harmonique en P relative à tout D} (assez petit) de la 
trace sur D4 du faisceau de lignes. 

Capacité. — Quelques définitions et propriétés. — Dans l’espace 
de Green &, soit un compact K et la solution u du problème de 
Dirichlet pour & — K et la donnée 1 sur K, o ailleurs. La fonction 
surharmonique Ux obtenue (par le lemme 2) en prolongeant wu quasi 
partout par 1 sur K est un potentiel de Green dit potentiel capacitaire ; 
et la distribution de masses associée (dite capacitaire) admet une 
masse totale dite capacité de K (relativement à &) notée €8. 

Cette capacité vaut le flux de u entrant dans un ouvert régulier 
contenant K, divisé par 9, (9, étant le flux de h(r) entrant dans la 
sphére-unité). Elle est nulle si et seulement si wu est nulle, ce qui 
équivaut a dire que K est polaire. Lorsque K, décroit et tend vers K, 
Cx, décroit et tend vers @x. Noter que UK et Cx restent les mêmes 
quand on augmente K des domaines composant CK et relativement 
compacts dans 6. 

En effet Ux est majorée par «Gp(M) (aC convenable, PeK) donc 


admet o comme plus grande minorante harmonique et vaut un 
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potentiel de Green de masses vu sur K. Le fx | de vaut donc 
n 


o. X masse totale et le potentiel n'est nul que si po. Si K est 
polaire, il est de mesure harmonique nulle pour 6—K, c’est-à-dire 
que u— 0 ; et sil n'est pas polaire, il admet un point-frontière régu- 
lier où u tendrait vers 1. 

La croissance de la capacité vient, par différence, du critère 
(B n° 15) et la propriété de limite vient de la convergence de la solution 
du problème de Dirichlet par approximation du domaine. 


Lemme g. — Soit dans l'espace de Green & un compact K,,, variable 
dans un D} fixé (domaine où Gy > À) et tel que son potentiel capaci- 
taire Ux, tende vers o en P. Alors la capacilé Cx, tend vers 0. 

Car si »., est la distribution capacitaire, la capacité est majorée par 


a J Gr(M) du, = —Ux,(P) > 0. 
À ‘ a 
Lemme 10. — Soit dans l'espace de Green &, un compact K de 
capacité Cx et potentiel compacitaire Ux. Alors avec l'intégrale en 
volume dv : 


(12) J |grad Ux? dv <9, Cx (“). 
&—K 


Soit Q, un domaine très régulier croissant tendant vers & et w, 
un ouvert très régulier décroissant de limite K. Si v, est la solution 
du problème de Dirichlet pour Q, — w,, la donnée o sur QO et 1 sur 
on, On sait qne dans & — K, v,— Uk, et grad v, > grad Ux d’ailleurs 
uniformément localement hors des points à l'infini. 


Donc if |grad UKf dv < lim. sup. _ |grad v,/ do. 
6—K 


Qn — Wn 


Mais par la formule de Green (3), l'intégrale de droite vaut le flux 
de v, entrant dans w, ou dans w,, et tend donc vers le flux de Ux 
entrant dans w, c’est-à-dire 9, Ux. 

Cas particulier : Si D> est relativement compact, 


fier GP do <9, 
car la capacité de ce D} est 1/2. 


(5) On verra plus loin qu'il y a égalité, d’abord dans le cas particulier qui suit. 
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Lemme 11. — Soient dans l’espace de Green & un D} relativement 
compact, et un compact K variable dans 6,—= 6 -— D}. L'ensemble des 
lignes de Green issues de P et rencontrant K admet une mesure de Green 
majorée par VETO TE 

On se ramène aussitôt en agrandissant le compact à démontrer 
la même propriété pour les lignes rencontrant l'intérieur K d’un tel 
compact. Considérons alors l’ensemble (ouvert dans 4) des lignes de 
Green issues de P et rencontrant K. On peut le considérer comme 
réunion dénombrable d’ensembles fermés dans £, correspondant à 
des tubes réguliers d’intérieurs disjoints, limités chacun par un 
morceau a; de S$ et par un morceau b; de sphère de Green ZX} contenu 


dans K. 

On fera la réunion de ces b, et on prendra son adhérence B, 
contenue dans K et qui au voisinage d'un point quelconque de b; 
(intérieur de 6; relativement à }') ne contient que des points de 
b;. On utilisera le potentiel capacitaire Uf: de B dans &,. 

Pour un tube régulier 8 de bases a;, b; contenues comme leurs 


adhérences dans les a;b; on aura 


dG dG 
umf UG — { (grad G, grad Uf:) dv. 
La formule s'étend par passage à la limite au tube de bases a,b; puisque 
les carrés des deux gradients sont sommables dans ce tube et méme 
dans 6, — B. Par sommation ou obtient donc pour le flux total du 
faisceau de lignes considéré la majoration 


Vf glared G/dv V/A glared Us: dv 


d'où le résultat. 


Lemme 12. — Dans un domaine de R*, considérons un nombre 
fini de fonctions analytiques non toutes nulles des variables réelles 
æ,, ©, ...æ.. L'ensemble E des points où elles sont simultanément nulles 
est formé d'une réunion dénombrable de points, d'arcs ouverts, de 
variélés à à 7 — 1 dim pour chacune desquelles t — + coordonnées 
sont fonctions analytiques des x autres (ces dernières vuriant dans un 
domaine de R*). Si parmi ces variétés, aucune n’est à t — 1 dimensions, 
l’ensemble E est polaire. 

Cas particulier : L'ensemble des points où le gradient d'une fonction 
analytique non constante dans un domaine est nul, est polaire. 


ESPACES ET LIGNES DE GREEN 239 


La première partie de l'énoncé est connue ("*). La suite vient de ce 
que si l’on charge une variété du type indiqué à 2 <rt—1dim (GE 0) 
par une distribution de masses identique à la mesure de Lebesgue 
dans l’espace R*, le potentiel newtonien en r°—" est infini sur cette 
variété. 

Le cas particulier résulte de ce que, si le gradient était nul sur 
une variété à r— 1 dim. du type indiqué, la fonction y serait 
constante tandis que la dérivée normale serait nulle, d’où la constante 
de la fonction dans son domaine d'existence. 


Tuéorème 23. — Les lignes de Green rencontrant deux sphères 
de Green Dh! SX (X, 2?) établissent entre les ensembles de leurs traces, 
YA et S'h (ouverts sur Ds et Yk) un homéomorphisme conservant 
les mesures harmoniques ('*) en P (relatives à Dh: et D) c'est-à-dire 


dG . : 
conservant le flux f ne ds; el M, S2 sont de mesures harmoniques 
nm 3 


respectives égales à 1. 

Les lignes de Green issues de P qui traversent un YA forment un 
ouvert 2 de & et établissent entre ® et l’ensemble des traces sur Y\ un 
homéomorphisme avec égalité de la mesure de Green et de la mesure 


harmonique en P relative à D}, proportionnelle au flux i D ds: et 
& — £ est de mesure de Green nulle (”). 

Donc les lignes régulières (qui traversent tout >) forment dans À un 
ensemble # qui est une intersection dénombrable d’ouverts ; Ÿ est de 
mesure de Green égale à 1; autrement dit au sens. de la mesure de 
Green, presque toutes les lignes de Green issues du pôle sont régulières. 

La correspondance de 21 5 a été précisée davantage au lemme 
8 et la conservation de la mesure harmonique ou du flux vient, 
comme dans la démonstration du théorème 22-29’, de la notion de 
flux d’un tube régulier. En prenant 3h assez petit, le théorème 22-2 2! 
nous fournit les propriétés analogues de la correspondance entre 
£ et ZX. Il suffira pour achever de voir que £— 1 est de mesure de 
Green nulle, cela entrainant que les ZM et Y%2 quelconques de la 


(48) Voir Lerscuetz, Topology, Am. Math. public., Vol. XII, New-York, 1930, p. 362. 
(15) Répétons que la nullité d’une telle mesure harmonique sur © équivaut à celle de 


la mesure superficielle de Lebesgue (sur l’image de la sphère de Green) puisque SE > 0. 


. . . À 
(17) On peut se demander si les points d’un petit 2, correspondant aux lignes de g—< 
ne formeraient pas un ensemble polaire, comme il est connu dans le cas de domaines plans 
simplement connexes d’après les travaux de Dufresnoy. 
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première partie de l'énoncé soient de mesures harmoniques égales à r. 

On se ramène à considérer X}1 assez petit (dans un voisinage 
ouvert de P, où hors Pil n’y a ni point à l'infini ni zéro du grad G) 
et on introduira 6, —6 — DA. On considère ZM quelconque (à, < à,) 
et on va voir que hi — YA est de mesure harmonique nulle pour 
DA. Considérons les lignes de Green passant par les points de ZM 
c’est-à-dire toutes les lignes de Green issues de P et soit Q, un 
domaine croissant relativement compact dans 6, de limite 6, avec 
Tags Q,,,,- Pour chacune des lignes considérées, ou bien elle contient 
un point extérieur à (2, n D c’est-à-dire traverse D* (cas noté «) ou 
contient un point de (Q,,,—,) n D# (cas £), ou bien elle admet 
comme valeur d’adhérence du point M quand G tend vers sa borne 
inférieure un point adhérent à D}? n Q, et qui est nécessairement un 
point à l'infini (cas y) ou un zéro de grad G (cas 0). 

Nous allons voir que les lignes des cas (7) (5) forment des ensembles 
de mesure de Green nulle, et celles du cas (8) un ensemble de 
mesure de Green tendant vers o quand n— oo, ce qui montrera 
bien que presque toutes les lignes de Green traversent ZX. 

Le cas à se traite aussitôt en remarquant que tout ensemble 
compact de zéros de grad G, polaire d’après le lemme 12, est inté- 
rieur à un compact de 6, de capacité arbitrairement petite relative à 
6,. Le lemme 10 résout alors la question. 

Dans le cas (y) considérons les lignes pénétrant dans un voisinage 
ouvert sphérique (circulaire) d’un point Q à l'infini (c’est-à-dire dans 
l'extérieur d’un domaine sphérique sur l'image) ; celles qui rencon- 
trent la surface sphérique limitante non tangentiellement forment un 
faisceau qu'on décomposera encore en une infinité de tubes (compacts 
et d'intérieurs disjoints) réguliers, dont le flux est l'intégrale 


dG : ; ie 
de dn St la section sphérique ; comme au voisinage de Q, G est de 


la forme, sur l'image, C°+ Y Y,r?-*—", le gradient y est majoré 
n=1 
par #r—* (9 = Ci") et l'intégrale considérée est arbitrairement petite 
pour une sphère assez grande. De même pour la somme des flux, c’est- 
à-dire pour la mesure de Green des lignes pénétrantes non tangentes. 
Quant aux autres, elles passent par certains des points de la sphére 
où le gradient est (nul ou) tangent ; il suffit de voir que ces points 
forment un compact polaire (lemme 12). La condition de tangence 


co n 
r 
n x Q . 
est Le (2—t—n) pine t—1 0 Où le premier membre est analytique. 
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D'après le lemme 12 appliqué à cette équation et à r—C", il suffit 
de voir que sur aucune portion ouverte de la sphère le dernier Y est 
nul. Sinon en effet, par raison d'analyticité, la nullité aurait lieu sur 
toute la sphère, d'où la nullité des Y, (par le raisonnement d’unicité 
du développement en série uniformément convergente de fonctions 
de Laplace). 

Enfin, dans le cas (8) on considère le compact K,, adhérence dans 
&de(Q,,,—Q,)n D : il est situé dans l'espace de Green D3: (ee) 
dont G — }, est fonction de Green (d’après le théorème 15) et majore 
à, — à, sur K,. Ds — Di: est un espace de Green w; sa fonction de 
Green de pôle fixé Q majore «(G$ — ,) (x C" convenable > 0) hors 
Q,, (n assez grand) (par application du théorème 6’) donc majore un 
nombre >> o sur K, pour n assez grand. Pour appliquer le lemme 10 
à w et K,, voyons que la solution du problème de Dirichlet pour 
o — K,, la donnée 1 sur K, et o ailleurs tend vers 0; cette solution 
est en effet majorée par celle relative à Di: n Q,, la donnée 1 sur 


}, n D} et o ailleurs et celle-ci tend bien vers o d’après le corollaire 
du théorème 16. Ainsi par le lemme 0 la capacité de K, relative à w 
tend vers o. En prenant Dis comme espace & du lemme 11, on 
obtient la propriété cherchée des lignes de Green du cas {. 


CorozLaire 1. — Les points de &, non à l'infini et n’appartenant 
pas à une ligne de Green régulière forment un ensemble qui est loca- 
lement de mesure de Lebesque nulle. 

C'est évident pour les points où grad G #0 (d’après le lemme 1 2) 
Quant aux autres, leur ensemble coupe toute sphère de Green suivant 
un ensemble de mesure harmonique correspondante nulle, donc de 
mesure superficielle nulle ; d’où la mesure spatiale nulle. 


CoROLLAIRE 2. — Le cas particulier du lemme 10 se précise : st 


D3 est relativement compact + _palgrad Ge 


Il reste à montrer que le premier membre majore le second. Or on 
minore le premier membre en étendant l'intégrale à l'ensemble des 
points des lignes de Green issues de P, traversant Y}o (A, arbitraire- 
ment petit) et limitées à 5} et yo. On décompose en tubes réguliers 


“ie dG 
dont chacun, de base notée x sur Y?, donne l'intégrale (à —) fF do. 


La somme des flux à travers les « vaut 9, d’après le théorème précé- 
dent, d’où la minoration par (2 — 2.9, arbitrairement voisine de do... 
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23. — Tuéorème 24. — Soit dans un espace & une Jonction 4 
bornée continue >> o hors des points à l'infini et prenons les intégrales 
au sens précisé au n° 6 (avec un ds’ bien fixé dans le cas d'un &,). On 
suppose que l'intégrale en volume [,.0° dv soit finie (il est aisé de cons- 
truire de telles &). Soit Q un sous-domaine de Green; attachons à 
chaque ligne de Green l'issue d'un pôle P l'intégrale L= f bds le 
long de cette ligne et à chaque sphère de Green SX} l'intégrale de 
surface see D do. Alors L, est sommable pour la mesure de 

= P 
Green, donc presque toutes les lignes de Green issues de P ont un L, 
fini; et S est sommable en x, donc presque toutes les XX ont un Sy fini. 
Remarquer que dans le cas d’un espace &, et d'un Q de volume fini, 
on peut prendre ® — 1 sur Q et les Ly, Sy deviennent les longueurs et 


aires euclidiennes. 
En effet, en choisissant un petit D}o relativement compact dans & 


(13) fm Plgrad Gldv<y/ [a du) f_5,,\grad Gi do fini(*) 


on en déduit que if © /grad G|dv est fini, que P soit ou non à l'infini. 

Cette intégrale majore celle I étendue à l'ensemble (ouvert) des 
points des arcs (ouverts) des lignes de Green rencontrant SA etlimitées 
à cette sphère de Green. En prenant comme variables sur cet 
ensemble le point d'appui de la ligne sur le petit Y20, point qui décrit 
un ouvert de Ye (et presque tout Y}e au sens de la mesure harmonique 


py. sur Xe) et la mesure algébrique de l'arc de Green à partir de Fo, 
on voit que l'intégrale I devient 0, | ® du. ds ou 9, f. (fo ds) du. La 


majoration initiale subsiste pour la limite pour i, — 0, limite valant 


o,f L dy. qui est donc finie. 
Si l'on prend comme variable, au lieu de s, la valeur x de G on 


trouve de même que l'intégrale ae Dbigrad G}dv majore (et même 
vaut) {Sy d), qui est donc finie. 


CorozLaiRe. — Pour Qc&, presque toutes les lignes de Green 
régulières ‘issues de P admettent pour G—o un point-limite dans 


4 
; : j was 4 ; 
(*8) En supposant [ dv fini, on pourrait aussi majorer, selon une idée d’Evans, par 


Hf (1 + | grad GP)dv (ou mème la moilié) et achever de même. 
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l'espace &' (espace défini au n° 12, et qui est & lui-même si & est 


compact, sinon qui est & vu <b). 

Voyons que toute ligne régulière admettant un L fini a une limite 
pour G— 0. Sinon effet il y aurait une valeur d’adhérence Q dans 
& et une seconde différente, dans & ou en .b. Considérons dans Ÿ, un 
voisinage w, arbitrairement petit mais fixé, sphérique sur l’image 
(extérieur ou intérieur d’une sphère selon que Q est à l'infini ou non) 
et un second w, analogue concentrique tel que w, € w,. On voit que la 
ligne de Green considérée admettrait une infinité d’arcs joignant 
chacun un point de w, et un point de w,, situés dans w, —w,. Chacun 


d’eux aurait un | D ds majorant un même nombre d'après l'hypothèse 


sur d et la métrique adoptée ; et cela est contraire à la propriété 


de L fini. 


24. — Quelques extensions. — L'étude précédente, suggère diverses 
extensions. Nous nous limiterons aux suivantes qui s’établissent en 
adaptant les démonstrations précédentes : 

Considérons l'espace de Green &, son point d’Alexandroff b et la 
topologie de 6’ =6u db. Soit dans & un compact K non polaire de 
complémentaire connexe et Ux son potentiel capacitaire. Les points 
de 6—K où Ug =2(0 <2 < 1), non à l'infini et où grad Ux fo 
forment une surface régulière S (ou S*). On introduira dans 6 — K 
les trajectoires orthogonales de ces surfaces, c’est-à-dire les arcs, 
analogues aux arcs de Green, tangents à grad Ux et orientés comme 
lui; les arcs maximaux seront appelés lignes (Ux); une telle ligne 
sera dite réguliére si les bornes de Ux y sont oet 1. Par tout point 
de S* passe une ligne unique (Ux) et presque toutes (au sens de la 
mesure superficielle de Lebesgue sur l'image locale de SA) sont 
régulières. Les lignes réguliéres établissent entre SM et S%, à des 
ensembles de mesure superficielle nulle près, un homéomorphisme 


conservant if we ds. Cette intégrale indéfinie sur S* est d’ailleurs le 
n 


produit par 9, de la distribution de masses », associée à la fonction 
surharmonique Inf (Ux, à) ; la masse totale de », vaut la capacité de 
K relativement à 6. 

Considérons en effet les lignes Ux issues des points d’un ensemble 
> ouvert sur S* et d’adhérence 3 € & (par exemple de complémentaire 
connexe) ; étudions l'allure d'un point courant lorsque UK tend vers 
la borne inférieure b, sur la ligne / ou sa borne supérieure B,; dans 
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le premier cas on examinera pour b, > o le cas d’une valeur d’adhé- 
rence en un point à l'infini, en un zéro de grad Ux ou en À. 6 —% 


pourra remplacer le 6, = & — D}: de la démonstration du théorème 


23, tandis que Dj: — Dh: et D}s — D}: seront remplacés par Aj: — 3 
et Abs —a (2, << 2, <},), où A} désigne l’ouvert où Ux > 2, d’ailleurs 
connexe et contenant K (ou tout autre compact donné à l’avance) 
si À est assez petit (voir n° 13, propriété 5), ce qu on pourra supposer 
pour X,. On remarquera que -b est de mesure harmonique nulle pour 
A? et que la fonction de Green de Aj: — 3 de pôle fixé, majore Ux au 
voisinage de .b, à un facteur numérique près. On aura la circonstance 
nouvelle de valeurs d’adhérence possibles sur K, mais ce sont des 
points d’effilement de K; ils forment donc un ensemble polaire 
contenu dans une réunion dénombrable de compacts polaires ; il est 
même d’ailleurs d’adhérence compacte polaire; on peut donc traiter 
ces points comme des zéros de grad Ux. L'étude relative à la borne 
supérieure B, se fera de manière analogue. 

Quant aux masses »,, elles ne chargent que S” et le total est donc 
indépendant de À. Pour voir que c’est la capacité de K, il n y a qu’à 
prendre À assez voisin de / pour que A} € 6. 


CorozLaire. — En adaptant le raisonnement du corollaire 2 du 
théorème 23, on pourra compléter le lemme 10 en montrant l'inégalité 


a «(grad UxPdv = 9.Cx. 


Enfin, grâce à la sommabilité de |grad Ux), le théorème 24 s'étend 
aussitôt; pour les lignes régulières (Ux), le (L,) est sommable par 
rapport à la mesure »,, tandis que le (S) de S* est sommable en 2. 

D'où la convergence dans l’espace & de presque toutes les lignes 
régulières (au sens du presque partout pour leur point d'appui sur 
une S*) quand Ux—o ou Ux — 1. 


Remarque. — Si la frontiére K est formée partiellement d’une 
surface réguliére 5, dont & — K est localement d’un seul côté, il part 
de chaque point une ligne Ux et presque toutes (sur 6,) sont régulières 
et établissent avec une partie de S* un homéomorphisme conservant 


dU 3 s 
ip Fe (ce qui sur 5, est proportionnel à la distribution capacitaire). 


De même si l'espace de Green est une partie ( d'un espace &,, sup- 
posons que la frontière de Q dans &, soit en partie une surface régu- 
lière 5, dont Q est localement d’un seul côté; en presque tous les 


ESPACES ET LIGNES DE GREEN 245 
points de 5, aboutit une ligne régulière et ces lignes établissent avec 


edu, 
7 ds. On 


examinera facilement les cas analogues où & — K ou Q sont des deux 
côtés de 5,. 

Une autre extension qui est aussi une application de la théorie 
consiste à considérer dans &, u(M) = Gp,(M) — Gp,(M) et les lignes 
tangentes à grad u. On montre que les ensembles où u >oetu< 0 
sont des domaines dont u et — u sont fonctions de Green de pôles 
P, et P,. On explicitera aisément des propriétés de ces lignes en 
appliquant la théorie des lignes de Green aux domaines précédents, 
en considérant la frontière commune et les lignes qui la traversent 
en allant d'un pôle à l’autre. 

Enfin, dans un & non greenien, on pourra considérer d’après la 
fin du n° 15 la fonction unique v à une constante près, harmonique 
ct bornée hors des voisinages de deux points P, # P,, respectivement 
surharmonique et sousharmonique dans ces voisinages avec masses 
associées réduites à H 1 et — 1 en ces points. On montrera que v 
atteint ses bornes seulement en P, et P, (même si les points sont à 
l'infini) et on considérera les domaines de Green où u > ketu<k 
(k étant un nombre strictement compris entre ces bornes). L'étude 
des lignes tangentes à grad v se ramène encore à celle des lignes de 
Grecn dans ces domaines, mais presque toutes les lignes issues d'un 
pôle vont à l’autre. 


+ . d’ SA , . 
une partie d'un un homéomorphisme conservant 


V. — PRINCIPE DU MAXIMUM ET MESURE DE GREEN 


25. Notations et lemme 13. — Considérons dans l'espace de Green & 
les lignes de Green réguliéres issues d'un pôle P. Pour une fonction 
réelle u dans &, notons u} sa valeur sur la ligne régulière l'au point 
où G, ==) et posons 

On) Z : 
u,— lim. sup.u} et u, —lim.sup. un <u,(r, suite firée > 0, — 0). 
io n > © 


Si u est sousharmonique et bornée supérieurement GS aa plus petite 
majorante harmonique à admet la majoration : 


On) 
(16) iP) < [Gi dg) < f a 
où g est la mesure de Green. 


(1?) Noter que la fonclion a, de | dans {/ est ici borélienne (de troisième classe au plus). 
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Considérons pour le domaine D} dans l'espace &’ —& uv -b la solution 
du problème de Dirichlet pour la donnée-frontière égale à u sur la 
sphère de Green XX et arbitraire en -b, solution qu'on notera HP. 
Grâce au théorème fondamental (23): 


H(P)— f uddg() 
$ & On) i * 
Or lim. sup. | utedg() < | an | udg(l). 


D'autre part, si Q, est un domaine tendant en croissant vers &, 
avec (), cé, H®: tend en croissant vers ü ; et on remarquera que pour 
n fixé, on a pour à assez petit Q, c D} d’où H£(P) < H?r parce que 
le premier membre prolongé par u est quasi-sousharmonique. D'où 
le résultat. On peut alors améliorer le théorème 18 selon le principe 
fondamental : 


Tutorime 25. — Soit dans l'espace de Green & une fonction 
sousharmonique u bornée supérieurement, telle que u, (ou méme 


seulement, pour À, fixée, la fonction D) soit Lo presque partout 
sur % (ensemble des lignes de Green régulières issues d’un pôle P). 
Alors u < 0. 
Car si on considère u*, sa plus petite majorante harmonique est 
en P majorée par 
On) Own) 


(u*), dg) = if tu] * dg(2) <o- 


Cette majorante harmonique, > o et nulle en P est partout nulle. 
Sous une forme voisine c’est le « principe de maximum » : La borne 
supérieure d’une fonction sousharmonique u bornée supérieurement dans 
l'espace de Green & est égale à la borne supérieure, méme en mesure 


On) : < 
de Green, de ses u, (ou de ses u, pour toute suite (,)) 


Application. — Donnons sur l’ensemble {’ des lignes de Green 
réguliéres issues d’un pôle P dans l’espace de Green 6, une fonction 
réelle f(1). Considérons les fonctions u dans & .valant — oo ou 
sousharmoniques, dont chacune est bornée su périeurement et telle que 

(15) u, < f(L) presque partout sur Ÿ. 

Elles ont une enveloppe supérieure notée Ge valant +0, —o ou 
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harmonique et on introduira de même GP qui vaut —G®_p. 
En remplaçant la condition (15) par: is 


On) 4 y . 
(15) u,<f(1) presque partout (et relativement à une suite fixée ,) 


. An 
on obtiendra |’ à 1été 
a l enveloppe G; avec propriétés analogues. 


TERRE 


Enfn : (16) GE GE G LG 


Qn) 2 ; 
et (17) Gr (P) <J fdg(d (y 


La nature des enveloppes vient comme pour les H et H, du lemme 1. 
L'inégalité (16) vient du principe du maximum ou de (17) qui 
résulte du lemme 13. 


Tuéorème 26. — Soit dans l’espace de Green &, u sousharmonique 
bornée supérieurement. L'ensemble des lignes de Green régulières 


. ; On) 

issues d'un pôle P sur lesquelles u,— — © (ou seulement u —— © 
pour une suite 2,) est de mesure de Green nulle. Plus généralement 
soil dans &, u, sousharmonique ou— ©, < À fini fixé. Si pour 


p— (u,) (ou seulement Pas tend vers — sur un ensemble de 
mesure de Green > 0, u,—> — © (d'ailleurs uniformément sur tout 
compact de &). 

Dans ce second énoncé qui contient le premier (en prenant les u, 
égaux) on se raméne au cas des u, sousharmoniques. Alors 


a4(P)< fs) a 


d’où le résultat. 

Extension. — On peut dans les deux théorèmes précédents et 
leurs conséquences explicitées (sauf l'inégalité ( 17)) remplacer les 
lignes de Green régulières issues d'un pôle par les lignes (Ux) régulières 
(voir n° 24) et la mesure de Green par la mesure -v,, sur un S fixé. 


(2°) Pour f définie sur le compact {, l'intégrale inférieure a f dg estla borne supérieure des 
J odg pour ¢ bornée supérieurement < /f, et semi-continue supérieurement ou encore 


seulement mesurable. Si f n’est définie que presque partout (par exemple sur £") son 
intégrale inférieure est celle d’un prolongement, ce qui ne dépend pas de ce prolongement. 


Notion analogue pour f fig = — f [dg > fra. 
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On voit aisément en effet que GAx(M)/(Ux(M)-2) est pour À assez 
petit (Q et K fixés) compris entre deux nombres > 0 indépendants 
de i hors d'un compact de & dont l’intérieur contient Q et K. D'où 
la même limitation pour le rapport des dérivées normales à 5’. Donc 
pour u sousharmonique < A fini fixé, 


x dU, i 
(18) HR Q)<a[ GEu*ds 


1U 
et sl u<0, (19) H8x(Q) < Bf oe —— fads 


(dérivées normales > 0; a, b constantes indépendantes de u). On 
adapte alors les raisonnements qui précèdent en se ramenant à des 
intégrales sur un S fixé. 


26. — Application aux fonctions holomorphes sur une surface de 
Riemann hyperbolique. 


Tutorime 27. — Soit f(z) holomorphe sur une telle surface 6. 
Le principe du maximum étendu s'applique à |f(z)| sousharmonique. 
De plus log | étant — oo, ou sousharmonique, on voit que si| f(z) 
tend vers zéro avec À} — Gp sur des lignes de Green régulières issues 
de P formant un ensemble de mesure de Green extérieure > o 
(méme seulement pour une suite x, —0), alors f(z)==0. Même 
énoncé avec les lignes régulières (Ux) et la mesure -»,.. 

Soit encore f,(:) une suite de fonctions holomorphes de module 
<A fini fixé; supposons que f,(z) admette une limite 9, lorsque 
d= Gp tend vers o (même seulement dans une même suite à, fixée) 
sur chaque ligne d'un ensemble « de lignes régulières de Green 
issues de P, « étant de mesure de Green extérieure > 0; enfin sup- 
posons que 9, ait sur « une limite. Alors /,(z) a une limite dans & 
(cette convergence est nécessairement localement uniforme et la limite 
est holomorphe). Même énoncé avec les lignes régulières (Ux) et la 
mesure -») . 

Car quel que soit l’entier p, fonction de n, log|f,.p (2) —fr(2)| 
tend vers — oo en tout z, donc |f,,,(2) —f,(z)| 0 pour n— o 
indépendamment de p. Il y a donc pour f,(z) convergence simple 
et par suite uniforme localement. 


7 0 
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‘VI. — EXTENSION GENERALE DU PROBLÈME DE DIRICHLET 
CAS PARTICULIERS RAMIFIÉ ET GÉODÉSIQUE 


27. — Soitun espace de Green &. On notera & un espace métrisable 
dont une partie partout dense est homéomorphe à & et sera par la suile 
* 


identifiée à &. La frontière de & sera & = & — 6. On suppose l'existence 


, fe : 
sur & d'une famille § de filtres % convergents vers des points de & et 
satisfaisant aux conditions suivantes : 


Coxpiriox GLoBALE A (principe de maximum) : Si u sousharmonique 
el bornée supérieurement admet une lim. sup. < 0 selon chacun de 
ces filtres, u< 0. 


Conprrion tocate B (dite de convergence régulière des %, et qui 
entraîne la régularité des %): Pour chaque & il existe un voisinage 
ouvert WW du point de convergence Q et une fonction surharmonique 
v > o sur Wo &, tendant vers o selon cet 5, et de borne inférieure 
> o hors de tout voisinage de Q. 

Cela équivaut à ce que pour chaque $ et pour un voisinage ouvert 
arbitrairement petit de son point de convergence. (et par suite pour tous 
les voisinages ouverts) l'intersection w de ce voisinage avec & jouisse de 
la propriété suivante : la mesure harmonique de én 6 relative à w (au 
sens du problème de Dirichlet ordinaire pour ouverts de &) tend vers 0 
selon cet &. 

La premiére forme de B entraine la 2° par majoration de la mesure 
harmonique au moyen d'une fonction surharmonique tendant vers 
o selon &. 

La 2° forme donne en prolongeant par I la mesure harmonique, une 
fonction v quasi surharmonique qu’on régularisera selon 3. Consi- 
dérons un système fondamental dénombrable de voisinages et les 0, 


correspondants. On voit que 240, remplit la premiére forme de 


condition. Noter qu’elle est surharmonique dans & tout entier. 

Une forme équivalente à la première et d'apparence plus faible est 
qu il existe dans tout voisinage ouvert W arbitrairement petit de Q une 
fonction surharmonique v > o dans W n & tendant vers o selon & 
et de borne inférieure > o hors d’un voisinage d’adhérence contenue 
dans W. Car cela suffit à entraîner la seconde forme. 


er FT: 
Nous allons très brièvement adapter à & et à sa frontière & la théorie 
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antérieure du problème de Dirichlet, en utilisant essentiellement la 


topologie de 6. 


28. — Enveloppes fondamentales. — Soit f réelle quelconque 
sur §; considérons les fonctions u valant — oo ou sousharmoniques, 
chacune étant bornée supérieurement, dont la lim. sup. u< f(Q) 

MES, M>Q 


en chaque Qé. On notera 46,6 ou brièvement %, l'enveloppe supé- 
rieure qui est + 0, — oo ou harmonique. Définition analogue de 
3, d’ailleurs égale à -46,_,,. Il est intéressant d'introduire les enve- 
loppes analogues 4, d6; obtenues en remplaçant la condition sur la 
lim. sup. par lim. sup. u < f(Q) pour tout filtre J de &, s'ilyena, 
7 
convergent vers Q. 
Grâceà(A)ona: (20) #,<H;-< Hr< Hy 


En cas d’égalité des termes extrémes (l'égalité en un point entraine 
l'égalité partout) avec une fonction harmonique, celle-ci sera notée 
Hy (solution) et f dite résolutive. 


Propriété de ces enveloppes à la frontière. — Si f est bornée supé- 
rieurement 
(21) lim. sup. 46,< lim. sup. de f en Q 
g 


pour tout filtre FEŸ convergent vers Q. Soit À fini majorant stric- 
tement le second membre, donc majorant f au voisinage de Q. 
Grâce à (B) on formera aisément (comme dans les cas classiques) 
une fonction surharmonique dans & de lim. inf. à la frontière > f 
et tendant vers } selon chaque & fixé de limite Q. D'où l'inégalité 
cherchée. 


Approximation de &. — En reprenant de même un raisonnement 
de [8, lemme 2] adapté de [16], on montre que si ® est une fonction 
dans & bornée supérieurement et Q, un domaine croissant tendant 


vers é(Q, e 6) à 
(22) lim. sup. ur HS") < lim sup. de en Q 


pour tout FEŸ convergent vers Qé. 


Résolutivité de f bornée continue. — La résolutivité vient de (21) et 
de (A). 26;est la seule fonction harmonique bornée de limite J(Q) en 
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tout Q selon tout 3 de limite Q. C'est aussi la limite de IQ", où & 
@ 


bornée prolonge continiment f dans &; car lim. sup. Hi" et 
. . On ms . . . 

lm. inf. Ho sont respectivement sousharmonique et surharmonique 
et doivent d'après (22) et (A) minorer et majorer respectivement Jb; 


et dy alors égales a Hy. 


Mesure harmonique généralisée et résolutivité générale. — Partons 
des f bornées continues et de la fonctionnelle 4,(M) (M fixé) linéaire 
>o avec f. Si f, bornée continue >o0 tend en décroissant vers o. 
46,, tend vers o d’après le raisonnement du lemme 4. On peut donc 
à partir de #, définir une intégrale de Daniell (*'). Il y correspond 
une mesure u" (mesure harmonique généralisée) de total 1. 

Pour f bornée supérieurement, semi-continue supérieurement, 
soit f, bornée continue tendant en décroissant vers /; le même 
raisonnement du lemme 4 prouve que 4,, a une limite égale à d6;, 
à Jôçet à / fdu*. 

Comme, pour f quelconque, d6({M) est la borne supérieure des 
#&; pour 9 bornée supérieurement, semi-continue supérieurement 


et Lf on voit que #,(M) est l'intégrale inférieure de Daniell 
faut. D'où le 


THÉORÈME DE RÉSOLUTIVITÉ 28. —— La sommabilité -u" de f est 
indépendante de M et équivalente à la résolutivilé de f. Alors 


(23) RAM)= ff du". 


Ensembles de mesure harmonique généralisée nulle : Un tel ensemble 
ec à de fonction caractéristique 9, est caractérisé par He, —0, ou par 
l'existence d’une fonction surharmonique > 0 tendant vers ++ 00 
aux points de e. Le changement d'un f surun tel ensemble n’altére 
pas 4, et H, et tout Hy — æ a une borne supérieure égale au 
maximum en mesure de /. ' 

La condition de mesure intérieure nulle équivaut à JG, = 0. 
Noter que d’après (A), l’ensemble des points de & où aucun filtre & 
ne converge est de mesure -y intérieure nulle. 


29. — Domaines partiels. — Étant donné & et 8 précédents, 
considérons un domaine Q c & et son adhérence () dans la topologie 


| (2) Voir J. Daniell, A general form of integral, Annals of Math. t. 19 (1917-18). On 
l'a utilisée dans [8] en rappelant la théorie d’une manière que nous adaptons ici. 
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de &; Q et Q sont du type de & et & et on va voir qu'il existe une 
famille de filtres dans Q du type %. Il n'y a qu’à prendre d'abord les 
filtres qui sont les traces sur Q de filtres % et adjoindre les filtres 


réguliers de ( qui convergent vers les points de On & On voit que 
(A) est satisfaite en considérant à partir de u, à et son prolon- 
gement par o; et pour voir (B) on se reportera au théorème 20. 

On peut donc développer pour { la théorie précédente du problème 
de Dirichlet et démontrer comme au n° 13 (propriété 4) : soit f donnée 


* * A = : 
sur 6 ; si 9 vaut, sur Q, f aux points de & et dE, ailleurs, on a dans 


Cas de & compact. — Comme au chap. m1 on voit grâce à cette 
hypothèse supplémentaire que si @ est une fonction bornée continue 
dans & et si le domaine Q, tend en croissant vers 6, On (qui vient 
d'être défini) tend vers RE d'ailleurs uniformément sur tout compact 


x 
de &; donc la mesure harmonique sur {2}, converge vaguement 


vers la mesure harmonique sur é: 

On peut d’autre part reprendre aussi les théorèmes 18-19 et on 
trouve que 44, est l'enveloppe supérieure des u égales à — 0 ou 
sousharmoniques, dont chacune est bornée supérieurement et telle 
que pour toute suite réguliére M,— Qéé, lim. sup. u(M,) < f(Q). 
Les filtres associés à ces suites régulières convergentes satisfont à 
(A); sls satisfaisaient aussi à (B) on en déduirait l'extension des 
parties 2 et 3 du théorème 21. 


30. Comparaison de deux espaces & dérivant d’un même espace de 
Green 6. | 


THÉORÈME 29. — Soient 6, 6, deux espaces métriques complets de 
type & (à partir d'un méme espace de Green &) donc de base 
dénombrable comme &. On suppose que dans & la structure uniforme 
de &, est plus fine que celle de &,, de sorte que les voisinages dans &, 
d'un point Q de 6, — & tracent dans & un filtre qui converge aussi dans 
&, vers un point Q de 6, —& dit support de Q ; Vapplication Q—Q 
est continue. 5 2 

Les points de &,—& non supports de points &, —6 forment un 
ensemble de mesure harmonique généralisée nulle. 

De plus soit f,, quelconque sur &,—&; prenons f, sur 6,— 6 de 
sorte quien tout point Q elle vaille f, au support de Q. Alors en 


PM 
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prenant les mêmes symboles des enveloppes fondamentales pour les 
deux espaces : 


(24) H p, = H ;,. 


Employons 1 et 2 comme indices pour préciser la topologie 
correspondante. D'abord, si u sousharmonique, bornée supérieure- 
ment, admet des lim. sup, <0 aux points supports de &, —6&, les 
lim. sup, aux points de 6, —& seront <o, d'où u< 0; et l'ensemble 
des points non supports est de mesure généralisée intérieure nulle. 
On achéve en remarquant que cet ensemble est mesurable ; car son 
complémentaire l’est parce qu’analytique (*) comme image continue 
de 6, — 6 dans &.. 

On montrera ensuite (24) en reprenant le raisonnement de [es n° 6| 
D'abord #, < #,,. Pour compléter, soit dans & une fonction u égale 
à — oo ou sousharmonique, bornée supérieurement, telle que a la 
frontière, la lim. sup, notée 9, soit <f,. On n'aura qu'à montrer 
u<#,, et comme u< Hy, il suffira de prouver Hy, < db,,. 

Introduisons 4, sur &,—6 valant o aux points non supports et 
valant au point-support Q Ja borne supérieure des 9, aux points de 
&, — & dont le support est Q : soit 4, égale en chaque point de &, — & 
à la valeur de J, au support de ce point. Alors 4, <f, aux points 
de supports et 0, <%,. D'où Hy, <H,, et Ho, << Hy,. On achève 
donc en prouvant que Hy, < Hy, (l'inégalité contraire étant d’ailleurs 
vraie). On est donc ramené à un problème analogue au problème 
initial, mais avec des données plus particulières. a3 

Comme Ha, = Hy, > Hy,, tout résulte de ce que Hy, = Hy,. Cela 
vient de ce que 4, bornée supérieurement est mesurable (au sens du 
problème pour & et 6,): car l'ensemble e des points-supports où 
), >> K est l'image continue de l'ensemble borélien de &, —& où 9, 
semi-continue est > K ; de sorte que e est analytique donc mesurable. 


CoroLLaIRE. — Si e est un ensemble de 6, — & admettant une 
mesure harmonique généralisée, son image réciproque (relative à 
l'application Q— Q) admet aussi, relativement à &,, une mesure 

* 


analogue égale. 


31. — Comparaison avec la mesure de Green. 
Tuéorème 30. — Soit & du type considéré, et métrique complet. On 


: = _ é 
(2?) Voir sur cette notion ulilisée dans les pages suivantes : Kuratowski, Topologie 
(monographies polonaises). 


254 M. BRELOT ET G. CHOQUET 


suppose que pour un pôle P presque toutes les lignes de Green régu- 
litres 1 issues de P convergent (c’est-à-dire que le point courant a une 
limite sur & quand G,—>0). A l'ensemble A de telles lignes régulières 
convergentes correspond donc l’ensemble de leurs points de convergence 
dans & et cette application |] est une limite de suites de fonctions 
continues sur À c À et prenant leurs valeurs dans &. 

Les points de ë qui ne sont pas de tels points de convergence forment 
un ensemble de mesure harmonique généralisée nulle ; donc aussi les 
points non accessibles. 

Soit de plus f une fonction quelconque réelle sur ë, J; une fonction 
sur £, égale pour presque tous les leA, à la valeur de f au point de 
convergence. Alors 


ces LE ù 
(D) 00, — Gn = On (suite à, finie quelconque > 0, — O). 
Raisonnement analogue a celui du théoréme précédent, les notions 
relatives à 6, étant remplacées par celles relatives aux lignes de Green, 
et l'application (Q — Q) par (/— 0). 
* * 

Prenons dans À un ensemble borélien quelconque (6, de mesure 
de Green égale à 1. En considérant l'application continue de 8c ¥ 
dans ¥$ par les lignes de Green, on voit que l'application (/— J) est 
limite de suite de fonctions continues sur 8. De sorte que l’image £ 

OS 


* 
dans & est analytique; elle est mesurable, donc aussi & — £ et on 


verrait comme plus haut en introduisant une fonction sous- 
harmonique convenable que cet ensemble est de mesure nulle. De 
même l’ensemble des points qui ne sont pas points de convergence. 


A ? Ox) = 
Quant à (25), on a d'abord 46-< Gp, < Gy, (suite 2, > 0, +0, fixée 
quelconque) (et les inégalités analogues en sens inverse avec les barres 
supérieures). Pour voir l'inégalité contraire des termes extrêmes, 
remarquons que le G ne change pas par altération du f, aux points 
d'un ensemble de mesure de Green nulle et supposons donc /f, égale 
à fen tout point de convergence. Introduisons 4 sousharmonique, 
: [2 House | 
bornée supérieurement, admettant un u, majoré par f, presque 
partout dans A. Il faut voir que u< #,. Soit A, un borélien dans 
aa | Cr OM x On) z 
A, de mesure de Green unité et où u,< fi. Soit.b une fonction dans 


6, nulle hors A, et égale en chaque point de A, à la borne supé- 
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des °” 
rieure des u, pour les ÆA, convergents vers ce point: enfin soit v, 


égale sur A, à la valeur de Y au point de convergence de cet J. 
Alors: 

U<f sur À, (de mesure harmonique unité) ; 

On) 

u,<v,sur A, (de mesure de Green unité); 

’ ? ¢ n) On) On) 
= TC, ae 15 na — fo LP 

d ou Hy < Fy et u SS Yu a Ga S Yu < Hy Ê 


Tout revient donc. comme plus haut, à voir que Hy = Hy. 


L'ensemble de A, où J>k est l'image de l'ensemble borélien de 
On) 
A, où u,>& par l'application (/—~/). Il est analytique, donc 
mesurable et | est mesurahle d'où le résultat. 


Extension. — Il y a adaptation facile aux lignes (Ux) régulières 
supposées presque toutes convergentes. 


CoroLLaire. — D'après l'inégalité (17), la résolutivité de f entraine 
la sommabilité-g de f,. En particulier les mesures harmoniques 
généralisées intérieure et exlérieure d’un ensemble e de & au pôle 
encadrent les mesures de Green intérieure et extérieure de l’ensemble 
des lignes de Green régulières qui convergent en des points de e; de 
sorte que la mesurabililé harmonique de e entraine la mesurabilité -g 
de l'ensemble des lignes précédentes, avec égalité des mesures corres- 
pondantes. 


32. — Cas parricuuiERs : Les exemples que nous allons examiner 
dérivent d’un procédé uniforme. On part d'un domaine de Green 
(plus ou moins général) dans un espace &. On choisit dans Q une 
structure uniforme convenable (compatible avec la topologie) et on 


complète. Il s'agira de voir que {) et cet espace complété Q satisfont 
aux conditions fondamentales du n° 27. On y parviendra grace à la 
convergence, qu on aura assurée dans Q, de presque toutes les lignes 
de Green régulières et en prenant comme filtres # les filtres 
«associés » à ces lignes convergentes, et qui sont obtenus en consi- 
dérant sur chacune, les ensembles où G € pour définir une base 
de filtre. 

Le problème de Dirichlet « ordinaire ». — Assurons-nous d’abord 
que la théorie du chapitre ur qui a servi de base rentre bien dans le 
cadre général. Soit dans & un domaine de Green () quelconque. 
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L’adhérence () dans la topologie de & est aussi obtenue par 
complétion de Q pourvu de la structure uniforme induite sur ( par 
celle Sgr, du compact &’. 

On voit que Q et Q remplissent les conditions générales en prenant 
comme filtres 3 les filtres associés soit aux suites régulières conver- 
gentes, soit aux lignes de Green régulières convergentes. 

Mais nous avons de plus le théorème 30 qui compare la mesure 
de Green et la mesure harmonique. Cela montre comment au chapitre v 
les théorèmes 25, 26 et leurs conséquences contiennent des théo- 
rèmes analogues antérieurs relatifs à la mesure harmonique [voir, 3, 
7]. lly a bien raffinement effectif comme le montreront des exemples 
plus loin. 

Enfin, si l’on reprend les conditions du théorème 2/, sous lesquelles 
presque toutes les lignes de Green régulières ont un L, fini, on voit 


que les points-frontière non accessibles par un chemin dont le [eds 
est fini forment un ensemble de mesure harmonique nulle. 


33. Le probléme ramifié. — Généralisons la théorie développée 


dans R° [8] et considérons dans un espace &, un domaine de Green 
Q. La structure uniforme Se, de l’espace compact & engendre 
comme il suit dans Q La structure uniforme dite « ramifiée » S(,, plus 
fine que Ses: on considère sur Q >< Q l’ensemble e, défini par la 
condition sur M,e{), M,¢Q que ces points fassent partie d’un ensemble 
connexe de Q, petit d'ordre » selon la structure S¢ : les e, forment 
une base d’entourages définissant So. 

Noter que Sj, est définie à partir de la structure uniforme du 


compact (), adhérence de Q dans &’, puisque cette structure est 
induite par Sg. De sorte que si pour deux espaces du type & 
contenant (, les adhérences de (2 dans chacun d’eux sont homéo- 
morphes (avec correspondance identique de @) il en sera de même 
des adhérences dans les deux espaces &’ et on obtiendra la même 
structure So. 

Remarquer aussi qu’en prenant dans Q une métrique «bg compa- 
tible avec la structure uniforme de ce compact (par exemple celle 
donnée par une métrique dans {’ compatible avec Se’) on en déduit 
dans () une métrique clbg compatible avec SQ en prenant comme 
distance de deux points de Q la borne inférieure des diamètres selon 
bg des ensembles connexes lracés sur Q et contenant ces deux points. 

Partons de {) pourvu de la structure S7,. On obtient par complétion 


OP 
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un espace noté (),. La convergence selon la topologie de Sf, d’un 
filtre sur Q vers un point Q de Q,— Q entraine la convergence dans 
&’ vers un point Q de la frontière de Q dans & et ce point sera dit 
support de Q. 

Remarquer qu’à tout point QeQ, — Q, on peut grace à des suites 
de Cauchy associer des arcs ouverts de Jordan tracés dans Q et 
admettant dans la topologie de ©, une extrémité en Q. Et tout arc 
dans ( admettant selon la topologie de &’ une extrémité en un point- 
frontière A de () admet selon la topologie de Q, une extrémité en un 
point dont le support est A. Les points-support sont les points- 
frontière accessibles dans la topologie de 6’. 

Remarque fondamentale. — Tout voisinage w, de QeQ,— Q dans 
Q, contient un voisinage analogue w, tel que w, n ( est l'un des 
domaines composant l'intersection avec ( d'un voisinage ouvert de 
Q dans €. 

* On le voit en considérant les métriques «lbe:, Ab, et prenant dans 
w, une boule ouverte de centre Q et rayon « assez petit ; considérons 


€ 
dans &’ la boule ouverte de centre Q et rayon p << =i elle rencontre 
* 


Q selon un ouvert dont l’un des domaines composants est, comme 
on le verra, l'intersection avec Q, d’un w, cherché. 


Tuéorème 31. — Q et Q, remplissent les conditions fondamentales 
du n° 27 (permettant le développement du problème de Dirichlet) si 
l'on prend pour filtres & les filtres associés aux lignes de Green régu- 
litres (**) (issues d'un pôle fixé P) qui convergent selon la topologie 
de &’. 

En effet ces lignes dont l’ensemble a une mesure de Green égale 
à | convergent bien dans (2, vers des points de 2, —Q. La condition 
(A) est satisfaite d’après le théorème 25; la condition (B) l'est aussi 
grace à la remarque fondamentale et au théoréme 21, 1°. La mesure 
harmonique « ramifiée » de ce problème sera par le théorème 29 
comparée a la mesure harmonique « ordinaire » et par le théorème 
30, comparée à la mesure de Green. En perfectionnant la fin du 
n° 32, on voit encore que, sous les conditions du théorème 24, les 
points de la frontière (), — Q non accessibles (au sens de la topologie 


de Q,) par un chemin dans O et dont le | bds est fini forment un 


ensemble de mesure harmonique ramifiée nulle. 


(2) On pourrait prendre de mème les lignes régulières (Ux). 
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34. Le problème géodésique. — Limitons-nous à considérer dans 
un espace & un domaine de Green Q relativement compact et dont 
l'adhérence Q dans & ne contiennent pas de point à l'infini. 

Définissons dans (2 une métrique géodésique AL{, en prenant 
comme distance de deux points la borne inférieure des longueurs 


[ds des arcs tracés sur (, qui les joignent, le ds’ étant le ds* eucli- 
dien local pour 6; ou un ds* fixé selon le théorème 2 pour &,. 
Cette métrique est compatible avec la topologie de (. Sa structure 
uniforme Sf, est, comme on va voir, plus fine que la structure 
ramifiée SG: en effet considérons la métrique géodésique analogue 
lbg, relative au domaine 6, contenant Q mais aucun point à l'infini ; 
elle induit sur Q la structure uniforme de ce compact et fournit 
sur () une métrique compatible avec S{, (c'est une tbo précisée 
plus haut). Or la distance dans cette métrique est majorée par celle 
de AL?, d’où le résultat. Nous complétons Q pourvu de cette métrique 
Ab{, ce qui donne un espace (), et une frontière (1, — Q sur laquelle 
on prolonge cette métrique ; les points de cette frontière ont des 


supports dans (,— 0 et dans Q —(Q). 


Lemme 14. — Si w est un domaine borné de R° et P quelconque 
€w, V’intégrale en volume (aire) a |grad Gp(M)| dv(M) est majorée par 


20D où D est le diamètre euclidien de w, (et 9, le flux du potentiel 
de la masse 1.) 

Car Gy est la différence entre le potentiel de la masse 1 en P et 
de masses v. > o réparties sur © (et de total 1): 


Go(M) = A(MP) — f h(MQ)dv.(Q) 
d'où \grad Gp] <|A(MP)|+ f |h'(MQ)|du(Q). 


L'intégration en dv se fera en coordonnées sphériques de centre P 


pour le premier terme, ou de centre Q, et sous le signe mi pour le 
second terme. D’ou 


J \grad Go do <9,D + f ¢,Ddy(Q)=29,D- 


Lemme 15. — Soit dans un domaine borné Q de Rt, ou mieux 
dans le domaine Q de ce paragraphe 34 une suite (M,) régulière. 
~ Soit e un ensemble borélien de la frontière Q—Q(**) tel que, si e, est 
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l'ensemble des points de Q,—{ dont les supports sont sur e, M, reste 
à une distance géodésique (selon .lL{, prolongée) de e, majorant un 
nombre à > o fixe. Alors la mesure harmonique de e au point M, tend 
vers O(*). 

On se ramène en effet à une suite M, convergeant dans & vers un 
point Q de () —Q. Prenons un voisinage | de Q dans &, qui coupera 
© selon un ouvert w. On voit que la mesure harmonique de e en 
M,€w est majorée par celle de (en UG nQ) relative à w. Or la 
mesure harmonique de ® n Q en M, tend vers o puisque la suite (M,) 
est régulière. Considérons donc celle de eno. Si w, est parmi les 
domaines composants de w celui qui content M,, on sait (théorème 30, 
corollaire) que la mesure harmonique v{e,) de e, —e n à, relative 
à w, et M, vaut la mesure de Green des lignes de Green régulières 
dans w, issues de M, et convergeant vers des points de e,. De sorte 


que si L, est la longueur [as de la ligne réguliére / issue de M, et g 
la mesure de Green dans w, autour de M,, [L. dg >9dp(e,). Or d’après 


le raisonnement du théorème 24 (où @ vaudrait 1 dans Q) 
Jiu,\grad Gy du majore 9 Li dg : 


tandis qu'en supposant © assez petit pour être contenu dans un Vo, 
on peut lui appliquer la majoration du lemme 14, toutefois avec un 


jon er 
facteur correctif dans le cas de &,. On trouve ainsi u(e,) < yz où à 


peut être choisi arbitrairement, en prenant ensuite ‘WW assez petit, 
D'où la conclusion. 


Tuéonème 32. — Q et Q, remplissent les conditions du n° 27 en 
prenant pour filtres % les filtres associés aux lignes de Green (”*) régu- 


lières (issues de PeQ) de longueur He ds finie. 


On voit que ces lignes convergent dans (), et l'on sait que la mesure 
de Green de leur ensemble vaut 1. Donc (A) est satisfaite. 

Pour voir (B) sous sa seconde forme, on prendra dans (, pourvu 
de sa métrique «lL{, la boule ouverte de centre Qe, — et rayon p. 


(2*) On pourrait prendre aussi la frontière ramifite Q, — Q. ; 

25) Même résultat (comme conséquence ou par adaptation de la démonstration) en 
remplaçant la suite MI, par une base de filtre régulier, dont les éléments sont à une distance 
de ve, qui majore 6 > 0. 

(26) On pourrait encore prendre les lignes (U,). 
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Son intersection avec ( est un domaine w, et on considèrera la 
frontière e dew dans l’espace Q; dans la métrique géodésique «lb? 
de w, l’ensemble des points-frontière dont le support est sure, est à 
une distance du point variable Mew, qui majore la méme distance 
selon AL£, done qui admet une lim inf > 9/2 selon tout # convergent 
vers Q. Dans Q, on conclut par application du lemme 15 à w. 

On saura donc développer le « problème de Dirichlet géodésique » 
et étudier la « mesure harmonique géodésique » correspondante. 
Les théorèmes 29 et 30 la comparent aux mesures harmoniques ordi- 
naire et ramifiée et à la mesure de Green; on voit que les théorèmes 
25 et 26 et leurs conséquences contiennent des énoncés analogues 
relatifs à la mesure harmonique géodésique, ou encore ramifiée. 


(Dans R+ voir sur ce dernier point le mémoire [8]). 


35. — Exemples comparatifs. — a) La topologie ramifiée (qui 
fait disparaître les points-frontières ordinaires inaccessibles) peut 
décomposer effectivement certains points-frontière et l’application 
directe de la frontière ramifiée dans la frontière ordinaire ne conserve 
pas en général la mesure harmonique correspondante : Considérons 
en effet dans R° un domaine symétrique par rapport à «Oy et dont la 
frontière au voisinage d’un point est une partie ouverte x de Oy. Les 
points de > sont supports de deux points-frontiére ramifiés et cet 
ensemble de points-frontière ramifiés se décompose par symétrie en 
deux ensembles ayant même mesure harmonique ramifiée par rapport 
à un point P de xOy. Cette mesure vaut la moitié de la mesure har- 
monique ordinaire (non nulle) de « en P. 


b) De même la métrique géodésique (qui fait disparaître les points 
inaccessibles par chemin de longueur finie) peut décomposer des 
points-frontière ramifiés et l'application directe de la frontière géo- 
désique dans la frontière ordinaire ou ramifiée ne conserve pas en 
général la mesure harmonique correspondante : 

Considérons en effet des axes rectangulaires Oxyz de R° et dans un 
domaine circulaire D de eOy un compact K d'intérieur vide et d’aire 
(mesure de Lebesgue) non nulle. Soit C,...C,... une suite de disques 
fermés disjoints, de diamètre tendant vers o, contenus dans D-K et 
dont les centres admettent K comme ensemble d’accumulation. Si 
d(m) est la distance à K du point mde æ0y, soient S, et S, les surfaces 
d'équations z — + d’(m) (meD). Considérons le compact de projec- 
tion D etsitué entre S, et S,. Perçons-le de tubes disjoints symétriques 
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par rapport à «Oy et joignant les trous formés dans S, et S, par les 
cylindres de bases C;; on peut faire en sorte pour ces tubes que leur 
diamètre tende vers o avec l'indice et que tout arc joignant deux 
points de l’espace (respectivement au-dessus de S, et au-dessous deS,) 
et passant par l'un de ces tubes soit de longueur > 1. De ce dernier 
compact À prenons le complémentaire A dans un domaine sphérique 
Q le contenant et voyons que À va répondre à notre recherche. 
Chaque point de K est support d'un seul point-frontière ramifié 
pour A, mais il est support de deux points-frontière géodésiques. Il 
n'y a plus qu'à voir que la mesure harmonique de K n'est pas nulle, 
car on pourra conclure alors comme plus haut en décomposant par 
symétrie l'ensemble des points-frontière géodésiques précédents. Or 
la mesure harmonique de K relativement au demi-espace z > 0 est 
> 0; c’est au facteur 4 r près, l'angle solide sous lequel on voit K 
et elle est donc arbitrairement petite quand M est au-dessous de S, 
assez près de K. On en déduit que si, du domaine z > o, on ôte les 
points au-dessous de S, dans un voisinage convenable de K, il restera 
un domaine par rapport auquel en un point P fixé à l'avance (stricte- 
ment au-dessus de S,) la mesure harmonique de K sera > 0. De 
même lorsque (par modification du domaine hors d'un voisinage de 
K) on passe au demi-espace diminué des points au-dessous de S, 
entier, puis réduit à sa partie contenue dans Q. Il n’y a plus qu'à 
considérer le domaine symétrique et modifier l’ouvert-réunion par 
agrandissement pour aboutir à A. 

Remarquer que si l’on remplace A par le compact contenu formé 
des surfaces S,, S,, moins les trous, plus la frontiére des tubes, on 
peut obtenir un exemple analogue où les points de K sont supports 
de points géodésiques supplémentaires. 

c) Constatons enfin le raffinement effectif qu’apportent en plus 
les lignes et la mesure de Green. On voit déja dans l’exemple (a) 
qu’en presque tous les points de + aboutissent 2 lignes de Green 
symétriques issues de P. On va même réaliser une « décomposition » 
analogue des points-frontière géodésiques el voir que dans l'appli- 
cation d'un faisceau de lignes de Green régulières de longueur finie, 
dans la frontière géodésique, la mesure de Green du faisceau peut 
être différente de la mesure géodésique en P de l’ensemble des 
points-limite géodésiques correspondants. 

Prenons en effet dans cOy un compact K d'intérieur vide et aire 
non nulle et dont presque tous les points sont inaccessibles dans 
æOy (ce qu'on peut réaliser en Ôtant d’un cercle des cercles dénom- 
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brables disjoints). Plaçons-nous dans Oxyz et prenons le complé- 
mentaire À de K dans un domaine sphérique le contenant. Alors 
tout point de K est support d'un seul point ramifié et d’un seul 
point géodésique. Considérons les lignes de Green de pôle PerOy 
(P hors K). La partie K, de K formée de points inaccessibles dans 
' æOy est d’aire £ 0, donc aussi de mesure harmonique ordinaire ou 
géodésique > o relativement à A; son image réciproque dans 
l'ensemble des lignes régulières a une mesure de Green égale à y > o. 
Il y a donc des lignes de Green formant un faisceau de mesure de 
Green > 0, aboutissant en certains points de K,. Mais ces lignes qui 
ne peuvent être dans wOy sont deux à deux symétriques par rapport 
à æOy et on peut donc en faire deux faisceaux symétriques de mesure 


tL x . 
commune + d’où la conclusion. 
2 
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LE PROBLÈME DES TRANSLATIONS ISOTHERMES 
ou construction d’une fonction analytique admettant dans un 
domaine donné une fonction d’automorphie donnée, 


par Léonce FOURES (Princeton). 


§ 1. — Deux théorèmes préliminaires. 


Nous admettrons sans démonstration (‘) les deux théorèmes 
suivants : 


Tuéorème 1. — Soit une suite de fonctions 2,,,— (2) vérifiant 
les conditions suivantes : 

a) f,(z,) est holomorphe univalente dans C{(|z,| < r,) avec f,(0) = 0 
jet) ae 

b) L’image de C, par f, est un domaine G, , € C,,. 

Dans ces conditions 

1. Les cercles C, de rayons croissant ont une limite CG: R<+o. 

2. fa. nZn-n) considéré comme fonction on. (21), représente C, sur 
un domaine C, 4.4 € Cnini © Ones! 

Pour tout n fixe les 9,,, ont une limite ®,(z,). 

3. Pour toutm>n ®mo0n.m-n(2r) = Pr(2n)- 

h. Tout cercle C! <C est couvert par l'image C,., de C, par ®, 
pour n assez grand. | 

5. Si un arc de la circonférence de G, est représenté par tout 9p, x 
suivant un arc de la circonférence C,.ns la fonction ®, représente 
Vintérieur de cet arc analytiquement sur un are de la circonférence de C, 
qui est alors de rayon fint. 


Soient deux cercles C, et C, des plans des variables z, et 2,. Soit 


(*) L, Fourés: Sur la théorie des surfaces de Riemann: Ann. Ec. Norm. Sup. 68, 1051, 
pp. 3-13. 
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C; ce C{i— 1,2) un domaine simplement connexe de frontière F;.1; 
désignant la circonférence de C;, nous noterons y; —1;n D, 
yi=T}— y. Nous supposerons que y; comprend plus d'un point 
mais ne couvre pas toute la circonférence 1’. 

Soit donnée une correspondance conforme biunivoque entre 
Ci et Cy; z= jf), [dy — Yj '] satisfaisant aux conditions frontiéres 
suivantes (*) : 


Conditions CF. — 1° Si zey;, Sfi(z;))nG;—=¢ qui entraîne 
Sti (2) nC,=¢ où ze j. 

2° Il existe sur y; deux points «, et 6; accessibles dans C;; les 
chemins d’accessibilité séparant les éléments frontière de C; en deux 
plages, l’une de ces plages +; satisfaisant aux conditions : 


a) yaCj=g; 6) Sins, Si(b)a Gg: 


J 
2) SGD > 4. 

Tutorime 2 (*). — Avec les notations précédentes et sous les condi- 
tions CF, il est possible de construire un cercle C contenant une image 
conforme biunivoque Of de C,, C3 de C, de sorte que Cf n C3 soit une 
image conforme biunivoque de Cj et de C3, deux points de Cj et C; 
associés par | ayant méme image dans Cf n C3. 

Nous écrirons CG — C, 15 :C, ou C1 + :C, (raccordement de C, et C, 
suivant C; ou par ¥). Si la correspondance entre C; et C; est maxima, 
c'est-à-dire si nous exigeons que z, e C, et z, eC, aient dans C des 
images distinctes dès que z, & C;, on peut affirmer, dans le cas où 
les frontières de Ci et C; sont des arcs de Jordan partout accessibles, 
que si la condition CF 1° n'est pas réalisée C,.% IC, ne peut pas 
exister. 


(?) En nous écartant légèrement des notations classiques, et en désignant par z, un point 
de la frontière C d’un domaine D: SP(zo) est l’ensemble des valeurs « telles qu'il existe une 
eo 


suite de points fz, » ED, (z, > 29 quand v > 0) avec lim f(z,)=a; SF (zo) = N M, 
Ÿ > 00 re 


où M, = UJ SP(E) où EeC. 


O0<|E—zo|<1/n 

On doit remarquer que dans l’expression des conditions CF, C;et C; ne jouent pas des 
rôles symétriques, le choix des indices i et j se fait à l’avance et les conditions CF peuvent 
être remplies pour un mode d’attribution des indices et non pour l’autre. 

(*) Dans le mémoire cité (AEN) ce théorème est démontré sous des conditions moins 
larges : les frontières de C/ et Cj étaient des courbes de Jordan. Les hypothèses indiquées 
ici sont les plus larges possibles compatibles avec la démonstration donnée antérieurement. 
Il est à remarquer que les conditions CF sont exigées sculement dans un sens, qui n’a 
d’ailleurs pas d'influence sur le résultat. 
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§ 2. — Représentations du domaine quotient. 


Soient inclus dans un cercle CG deux domaines simplement 
connexes D et D’, Dn D’ 5, ayant chacun plus d'un point fron- 
tière sur la circonférence de C. Soit A le complémentaire dans C de 
D u D’(On peut avoir A= #). Supposons D représenté sur D’ confor- 
mément et biunivoquement par 4 satisfaisant (pour une attribution 
convenable des indices i et j, aux domaines D et D’) aux condi- 
tions CF. 

Nous nous proposons de construire une fonclion holomorphe dans C, 
qu’elle représente sur un domaine doublement connexe, deux points 
de G ayant même image si et seulement si ils se correspondent par \. 
Le probléme posé est celui d'une représentation conforme biuni- 
voque du domaine C* quotient de C par la relation d'équivalence . 

Désignons par {C,} une suite de disques identiques à C; E dési- 
gnant un élément géométrique de C, l'élément correspondant dans 
C, est noté E,. 

D; et D, se trouvent en correspondance conforme biunivoque 
(comme aussi D, et Dj, D, et D:, D, et D3), et cette correspondance 
satisfait aux conditions d'application du théorème 2. Il est donc 

ossible de réaliser le raccordement C—O, Pe 1C; normalisé au 
centre de C, (*). C* est séparé en cing régions : 
oo ao el ES 


422 


chacune de ces régions n'a d’élément frontière commun qu'avec 
celles qui lui sont adjacentes, dans l’ordre où elles sont écrites. Les 
régions Dj et D! sont en correspondance conforme biunivoque d’où 
la possibilité de construire € — 12510, séparé en sept régions: 


3 3 3 3 3 2 13 
39 39 319 1s 12 23 2 


D'une manière générale, en opérant alternativement le raccor- 
! 


dement d’un nouveau disque suivant D,, et Dj,.1, et en normalisant 
= on— = © On—1, D NS * 
toujours au centre de @"-', on obtiendra C* = C*-) Pt Cou D; 


(*) Le centre de C, a pour image le centre de C2, la dérivée de la représentation y étant 


égale à l’unité. 
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représente D, si n est pair, D, si n est impair). C" est séparé en 
an—- 1 régions: 


& . yn 
Dg ro nd 000 D res Bee pty Sas TO Li 
pour n pair 
mn 
|b edt | Ri aE REN a ete Ss grein mére Ep RSE 


pour n impair. 


Soit z,, un arc de la circonférence de C” qui n’est pas frontière 
d'une des régions extrêmes : ~,,, est représenté analytiquement 
(x,,, ouvert) sur un arc de la circonférence de tout C™(m > n). 

Ont été définies par les opérations de raccordement : 


a) des fonctions », x définies sur C" qu'elles représentent confor- 
mément et biunivoquement sur une portion IEC. 


b) des fonctions f;(z) définies sur C qu'elles représentent sur 
d"—djud;udÿy, avec les correspondances partielles D — dj, 


On peut encore conclure d'après le théorème 1. 

1° Les cercles €" ont une limite € : cercle de centre O et de rayon R, 
d’un plan ©. 

2° Pour tout n fixe les ©, ; ont une limite ®,. 

3° f(z) = bof; est indépendante den: P,of; = Pn? On,m—n°J i: 

4° Tout cercle €’ c € est couvert par l’image de C" par ®, pour 
n>N (€** = C pour n > N). 

5° Tout «,, est représenté analytiquement sur un arc de la 
circonférence de €. 

€ se trouve séparé en une infinité de domaines adjacents, chacun 
d’eux n’ayant des éléments frontière en commun qu'avec les deux 
domaines qui l’encadrent lorsqu'on les écrit dans l’ordre : 


Da ad tel tel TUE BEE. 


53° 31? 12? 


BE 


24? 
ou oe ms di, à,, dix, y: salle) GRP W Tare Wa) 9 acgiMa, Anueing ea Sn» pied ay 


9 =d, u 8, u d;, est l'image de C par f, 

SizeD, f(2)=fe4(2) ed, done si Zed, fr ()—4"'efr"(0) 
et fr’ =bofj'. | 

Size D’ ÿ-'(z)e D donc f,eÿ (2) = f(z) € dx. 

Disons que À et ?’ e € sont équivalents s’il existe J; et f, tels que 


Paire) (Si zeD, 7e D’ avec 2 =4(z), C= fz) ett ses flay 


LE PROBLÈME DES TRANSLATIONS ISOTHERMES 269 


sont équivalents puisque £e dj, et que l’on a alors 
fi ‘(che rg a _ vi) 
Posons & —L(t)= ff; (6) définie dans 0°. Par L(‘), 0; est 


représenté conformément et biunivoquement sur 0; ; si 

ted, fr (= %'ofr 'OeD, fifi =fobSf7 O=Sufi ©: 
Sno fi (6) est définie sur d* et L(¢) se trouve définie par prolongement 
dans 3; u à; quelle représente conformément et biunivoquement sur 
S* u St: D'après le théorème de monodroiie L(¢) prolongeable dans 
€ entier y est uniforme, et il en est de même pour ¢= L-'(£): LE) 
conservant le cercle € est homographique. L(f) associe dans € des 
points appartenant toujours à des régions (des types 0; et dj,) diffé- 
rentes non contigues (*), et ne peut avoir de points doubles dans €, 
donc elle n’est pas elliptique. 

Posons à, —d;u0,.Ilya dans d, un et un seul point ¢’ équivalent 
à (ed, quel que soit ¢. Considérons à, et à, contigus et la transfor- 
mation L, qui associe les points équivalents de; et à; ; L, prolongée 
dans € entier associe toujours les points équivalents de deux domaines 
d, et à, contigus (dans le même sens) ; donc toute transformation L(£) 
est une puissance d'itération positive ou négative de L,. 

L, possède deux points doubles sur la circonférence de €, suivant 
lesquels s'accumulent les points équivalents d'un point quelconque. 
Ces points sont en général distincts : ils ne peuvent être confondus 
que si, sur la circonférence de C, les frontières de D et D’ ont un 


point commun, qui se correspond a lui-méme par le « prolongement 
de y à la frontière ». 


Premier cas. L, a deux points doubles distincts : une transfor- 
mation homographique t—H(£) peut leur associer O et oo, en 
transformant l’intérieur de € en le demi-plan d(t) => 0. HeL oH'—#t 
(k! réel). Par la transformation 6(f)—=logé sur J(¢) > 0 on obtient 
une bande o < J(#) <7 et foHoL, oH ‘of — 6+ log hk’ —0+k. 


Deuxième cas. L, a deux points doubles confondus : une trans- 
formation homographique #—=H(¢) leur associe le point à l'infini 
en transformant € en le demi-plan 4() > 0. HcL,oH'—0+k%. 


(5) Ce mode de démonstration n’est pas valable si d;; et dj, ont des éléments frontières 
communs : L qui associe les points équivalents de dj; et dix contigus est la transformation 
L, dont il est question plus loin; le fait que toute L est une puissance d’itération de L, ne 


fait pas intervenir d’hypothése sur les points doubles de L,. Or L n’a pas de point double 


(L  L,) donc L, non plus, à l’intéricur de C. 
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Troisième cas. © est le plan entier ; L, est une translation puisque 
le point à l'infini est le seul point double; par une rotation § = H(¢) 
on peut amener cette translation à la forme HoL, oH” '=6-- (réel). 

A. Isolons dans le plan 4 une image d'un seul domaine 57. Dans 
cette image conforme biunivoque de C, les images de deux points 
de D et D’ associé par 4 se déduisent l’une de l’autre par la trans- 
lation §—>O6-+k. dir, 

B. Effectuons sur le plan 6 la transformation w—e* . SizeD 
et 2’ e D’ sont dans G, liés par 2’ —(z) ils ont même image dans le 
plan w. La fonction w(z) répond au problème posé au début du para- 
graphe. Le domaine couvert par les valeurs w est soit une couronne 
circulaire (premier cas), soit l’intérieur du cercle unité privé de 
l'origine (deuxième cas), soit le plan entier privé du point à l'infini 
et de l’origine (troisième cas). 


Hypothèses 3 el 4. — Soient sur une surface de Riemann R deux 
domaines simplement connexe A, et A(A nA,—5$), représentés 
conformément et biunivoquement l’un sur l'autre par %,,(z,) ou 
V,(z)= 43". Supposons que l’on puisse former un domaine Vc &, 
simplement connexe tel que À cT, A, cI’, el tel que par ® (représen- 
tation conforme biunivoque de I sur un cercle C), la transposée de 
d,,Pod,,od * soit une représentation Ÿ satisfaisant aux condi- 


tions CF (*). 


Tutorime 3. — II existe une représentation conforme biunivoque 
g de V sur un domaine G du plan w, telle que govjog”'=w+k 
(Théorème des translations isothermes). 


Fonctions d’automorphie. — Soit ® la surface de Riemann d'une 
fonction analytique w—f(z); une fonction d’automorphie de f, 
2 —o(z) satisfait à foo—f.o—f'of est donc une fonction 
analytique définie sur un domaine ACR, et prenant ses valeurs 
dans &. 

A condition de restreindre suffisamment son domaine de définition 
toute fonction analytique peut être uniforme univalente: nous 
pouvons donc nous donner une fonction d’automorphie par une 
représentation conforme biunivoque 4, entre deux domaines A, et 
A, tous deux cf. 


(5) C'est toujours le cas lorsqu'il existe sur la frontière de A; un continu formé de points 
accessibles à la fois dans l’intéricur de A; et dans la composante connexe de l'extérieur 
(sur R) qui contient Aj (i==1, 2; j =2, 1). 


’ oat ss . 
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Tutortme 4. — Sous les hypothèses 4, concernant A A at, 
il existe une fonction analytique uniforme sur T et admettant dans A,, 
Ÿ,, pour fonction d’automorphie. 


Remarque 1. — sera souvent le plan complexe; 4 étant arbi- 
traire, en restreignant au besoin son domaine de définition on peut 
affirmer qu'il existe toujours une fonction holomorphe dans une 
portion simplement connexe du plan admettant | pour fonction 
d’automorphie : la fonction trouvée peut être prolongeable au dela 
du domaine où nous venons de la définir, mais nous ne donnons 
aucune précision sur ce qui se passe dans le domaine ainsi étendu. 


Remarque 2. — Il est des cas où la fonction d’automorphie est 
donnée simplement par une relation entre les projections des points 
des domaines A, et A, sur un plan complexe ou une autre surface 
de Riemann R. & n'étant pas imposée à l'avance nous pourrons dans 
certains cas profiter de la liberté de ce choix pour réaliser les conditions 
CF sur un domaine I’. 


Exemple : soit une relation conforme biunivoque entre les deux 
domaines spiralés D, et D,. 
Nous ne pouvons pas con- 
struire I’ dans le plan où 
D, et D, nous sont donnés. 
Mais si nous introduisons 
la surface de Riemann fer- 
mée, recouvrement d'ordre 
2 du plan, ramifiée en 
A,B,A,B,, on peut con- 
struire I’ sur cette surface, 
les domaines D, et D, étant 
aussi définis sur elle. 

Dans le théorème des : 
translations isothermes on aura toujours la liberté de remplacer R 
par une surface R*, recouvrement de & relativement ramifié ou 
non, si cette opération peut permettre comme dans l’exemple précé- 
dent la construction de T'. 
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§ 3. — Généralisation. 


Le théoréme 4 permet de démontrer le suivant dit théorème de 
à : eee : 
représentation conforme des surfaces de Riemann quasi simples iy: 


Tutorime 5. — Une surface de Riemann (variété analytique 
complexe à deux dimensions) de genre zéro (ou quasi-simple) est 
représentable conformément et biunivoquement sur un domaine plan. 

Ce théorème nous permet de généraliser les théorèmes 3 et 4, et 
si nous l’admettons à priori, la méthode que nous allons suivre nous 
permettrait d’en déduire les théorèmes 3 et 4. , 

Soient sur une surface de Riemann À de la variable €, une suite 
finie ou infinie de domaines A,, A,, ..., A, ... représentés confor- 
mément et biunivoquement l’un sur l'autre par des fonctions Yj; 

= by(A)s vg’ = bas Apo A,=9(p#q). Soient sur R, US) 
un voisinage de %, l’uniformisante locale étant notée U(‘0) ou U(). 
Nous supposerons que les frontières l'; des A; sont formées d'arcs 
continus dont tous les points sont accessibles par l'intérieur et par 
l'extérieur (supposé connexe) (*) sur ‘R. Ainsi la correspondance {;; 
réalisée par prolongement de 4; aux frontières, est ponctuelle 
bicontinue et biunivoque; séparons sur la frontière de chaque A, 
deux suites d’arcs ordonnés circulairement de la manière suivante (*) 


i i i i i 

ee A A MP Me Sl TES CODE 
i i i i 

ae EES, 2 


avec di(A, DA et Ninn n Ay yo simzAm oun=zn’. 
Joignons sur R, Aj ;_, à Aj—j,; par une bande %; ne se recouvrant 
pas, limitée par des arcs de Jordan de sorte que 


A oe et Bin Bj—= 9 
Éd SR OM ee 


(7) Le mode de démonstration sera publié ultérieurement. Voir aussi W. H. Gottshalk : 
Conformal mapping of abstract Riemann surfaces. University of Pennsylvania, 1950 
(méthode des fonctions harmoniques). 

(8) Ces restrictions ne sont pas nécessaires ; nous les faisons pour simplifier le texte de 
la démonstration valable sous des conditions aux frontières beaucoup plus générales: On 
peut supposer par exemple qu’il existe sur chaque |’, un arc de Jordan y, accessible par 
l’intérieur (supposé connexe), nous devrons ajouter seulement quelques restrictions 
concernant la succession des images des y, sur la circonférence d’une image circulaire 
commune de tous les A,, sur laquelle les points de A;-et À; associés par Ÿ;; aient même 
image. 


ETS 
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Soit GS A; U Reyes uD; u Al; t= iy fai p said) D —A 


20 = 
SAVE CL) ».. 
i=0 
€ est simplement connexe; les relations 4; établissent entre parties 
de € des relations d'équivalence. Soit C* le domaine quotient : nous 
allons montrer que €* est une variété analytique complexe: Repré- 
sentons C* topologiquement par ¢—(¢) sur un domaine C de 
connexion égale au nombre de domaines donnés A,;. 6(¢) doit être 


univalente dans | IS, (l'ordre de succession des A, , le permet, 


méme sous les hypothéses de la remarque (*)) et doit vérifier 
G()—G(t), lorsque —4d;{(t), (GeA)- Soient B;—G(R,), 
D—G(A;) (nous prendrons comme domaine D un cercle), 
Lin G(Ai,,,). Sous les conditions de régularité que nous avons 
imposées aux frontières nous pouvons pour construire ©, réaliser 
d’abord la représentation de tous les À; sur un même cercle : cette 
représentation prolongée aux frontières est ponctuelle, bicontinue, 
biunivoque, et vérifie GE) = Ge di(5), Le A.), (‘°). On peut ensuite 
réaliser la représentation de chaque ‘8; séparément ("’). 

Structure analytique de C. Pour vérifier que C* est une variété 
analytique complexe, nous allons faire de © une représentation 
conforme, en dotant C d'une structure analytique complexe, 
compatible avec la topologie du plan qu'il possède déjà. Soit 
dans C, la famille des voisinages d’un point z, formée des cercles 
v(z, ,p)(z—2,| < o) tels que (2, p) © C et vérifiant les conditions 
suivantes 

1° z, € B;. Choisissons p < 2, — distance de z, à la frontière de B.. 


(2) Pour la démonstration du théorème 6 celle condition peut être remplacée par la 
suivante moins restrictive ; il ne doit pas y avoir de disposition du type : 


sh} RE CP Ce DUT PRE 


(9) Giet G; désignent les restrictions de © aux domaines A, et Aj, distincts si on considère 
& appliquée à C ct non à C*. : ; 

(11) Sous des hypothèses moins restrictives lorsque 7; n’est pas ponctuelle, on pourra 
pour réaliser © faire un découpage de chaque A; pur par des arcs de Jordan 
intérieurs ; chaque secteur étant contigu à un arc Amn est un seul (un arc est ici un 
ensemble d'éléments frontières ayant pour image par représentalion conforme sur un cercle, 
un are de la circonférence). Nous adjoignons alors à chaque Bi les deux secteurs de A; et 
A;+, qui lui sont contigus : on peut alors réaliser les représentations topologiques de chaque 
bande « étendue » de manière à satisfaire aux conditions de continuité qui permettent de 
raccorder les extrémités de ces bandes en une image continue des Aj. 
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. ee orth : ee a ore 
Associons à v(z,, ¢) l'uniformisante locale KoU o © ‘lo(z,, e)} où K 
est une représentation conforme entre domaines plans. 

a°z, eL,,. 2, est image d'un seul (, eC (,eAz,, (où l'on a 


n==m-L-e, e—==t1). On prendra p< p, de sorte que 
v(2,1 2) €(D U Ln, , U By) où m—max(m, ny=m+—(1 Le). 


G'[u(z,, ?] est uniforme et l’on a G'[u(z,, ¢)] (A, vu Bm U À,,,). 
L'uniformisante locale est KoUoG'[u(z,, )| uniforme. 

3° z, e D. & ‘(v) et multiforme (les branches en sont GF '(v)). Par 
définition de la correspondance conforme réalisée par 1, entre 
domaines de ® on a U(3)—koUod(d) où & est une représentation 
conforme entre domaines plans. Prenons alors comme uniformisante 
locale de v(z,, p), (où p< eo — distance de z, à la frontière de D): 
KoUoG ‘[v(z,, e)|, le facteur K permet d'identifier toutes les unifor- 
misantes locales quelle que soit la branche G;" utilisée. 

Pour vérifier que l'on a bien défini sur C une structure de surface 
de Riemann, on doit vérifier que les images de v, n v, par les uni- 
formisantes locales de v, et de v, sont en correspondance conforme. 
C'est évident toutes les fois que ©‘ est uniforme puisque 
© '(v,)n © ‘(v,) est alors ~¢ si v,nv,-£g et les uniformisantes 
locales de %Ÿ,—G '{(v,), et Ÿ,—©G '(v,) représentent bien 
G-'(v,)n © '(v,) sur des domaines en correspondance conforme 
biunivoque. Si © ‘(v,) est multiforme (v, € D) on a vu que l'on 
pouvait prendre pour l'uniformisante locale, n'importe quelle 
branche de G~', en particulier nous pouvons en prendre une, telle 
que © ‘(v,)n © '(v,) Ægsiv, nv, g eton est dans le cas précédent. 
€* est donc bien une variété analytique complexe à laquelle on peut 
appliquer le théorème 5. 


Tutorntme 6. — Soient sur une surface de Riemann &, une suite 
de domaines simplement connexes, A,, A,, ... A,... limités par des 
arcs de Jordan, et représentés conformément et biunivoquement l’un 
sur l’autre par des fonctions Vy. 

Il est alors possible de construire sur ‘R un domaine T simplement 
connexe tel que A,c I, et une fonction f holomorphe dans T telle que 
SO) = (€) si et seulement si Ce A,. 0’ eA, (p et q quelconques) avec 
C = tap(6). 

En d'autres termes il existe une fonction f définie dans un domaine 
I et admettant dans un domaine donné A,,c TV toutes les fonctions 
by, pour fonctions d’automorphie. 
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D'après la relation d'ordre imposée aux A,,, on a pu imposer à 
C la condition topologique suivante : il existe dans le plan de C 
un point w tel que si ¢ parcourt un arc joignant deux points 
Hedt,;edi,s, Gi—di,1lt), son image z—©(t) parcourt une 
courbe fermée de sorte que arg*(z— w) croisse de 27. 

Par une représentation conforme de C (muni de la structure ana- 
lytique dont nous l'avons doté) nous conserverons cette propriété 
d'existence de w, en appliquant C sur une couronne circulaire 
fendue suivant des arcs de cercle : le centre de la couronne sera ce 
point w que nous prenons pour origine du nouveau plan w. La 
transformation é—loge fournira une représentation conforme 
biunivoque de I pour laquelle les images des A, se déduisent les 
unes des autres par des translations 2inz, ces translations associant 
des points de I associés par vy. 


Tuéortme 7. — Sous les hypothèses du théoréme 6 il est possible 
de trouver une fonction g holomorphe dans TV, univalente telle que 
=) 2i(q — p}r si & eA, QE A, — Var): 

On peut faire ici les mêmes remarques que celles que nous avons 
déjà faites à la fin du § 2 sur la liberté que nous avons de choisir &. 


(Parvenu aux Annales le 5 novembre 1991.) 


APPLICATION DES FORMES EXTÉRIEURES DU 2° ORDRE 
A LA DYNAMIQUE NEWTONIENNE ET RELATIVISTE 
par François GALLISSOT (Grenoble), 


Introduction 


La mécanique est généralement conçue en définissant des 
grandeurs cinématiques vitesse, accélération, des grandeurs dyna- 
miques forces, la différentielle du vecteur vitesse étant liée au 
produit vecteur force par dé par le principe de Newton. En admettant 
que les phénomènes mécaniques sont susceptibles d’être décrits par 
des équations différentielles, il est intéressant d’avoir une forme 
génératrice des équations différentielles complètement invariantes 
dans les transformations du groupe ponctuel portant sur un 
ensemble de 2n variables de position et vitesse. 

A notre point de vue en mécanique Newtonienne, un point 
matériel de masse m est repéré par 7 variables x, {, v' (i variant de 
1 à 3) auquel on associe une forme extérieure construite sur les 
différentielles dr, dt, dv’, 

w— mk, dv' /\ dx —mk,v'dv! /\ dt+-k,,X‘da/! /\ dt 
(ky symbole de Kronecker, X' composantes de la force F appliquée 
au point) w est invariante dans les transformations du groupe 


Galiléen et son expression a méme forme par rapport à tout repère 
Galiléen orthonormé. Les équations différentielles du mouvement 


sont les équations associées aw: 


ow = ; du : : 
may NO 10 dx — v'dt) = 0. 
d(dx) te d(dv') ( ) 

Il est essentiel de remarquer que ce sont les équations associées 
à w qui lient les paramètres v' aux différentielles des paramètres de 


position x! et au temps. 
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Nous avons montré(‘) que dans le cadre de la mécanique classique 
pour un système matériel à 2n paramètres de position et vitesse, 
on peut toujours lui associer une forme extérieure de Cartan du 
deuxième ordre dont les équations associées Jointes aux liaisons 
imposées de nature quelconque, définissent les équations différen- 
tielles du mouvement. 


I. — Établissement des équations de la dynamique des milieux 
continus en mécanique Newtonienne. 


1. Lemme. — Étant donnée une forme extérieure du deuxième 
ordre w définie sur une variété V,,., on peut lui associer une forme 
bilinéaire w(9, d); les équations du mouvement annulent w(d, d) 
quel que soit le choix des à. 


Soit w= kygd* /\ do* —— ba,do* /\ dt 


k,s, Oa, tenseurs antisymétriques. 
On peut associer à w la forme bilinéaire 


> ou x 8 
0 De À I A 


ow 
0(do8) 


< ow 
+dt /\ d(dt) 


ou 
(8, d) =k,6[9p* dD do® — SoF /\ dp*| — ba [Det /\.dt —8t A dp]. 
Si d désigne un élément différentiel de la variété intégrale V; 


dans V,,,,les équations différentielles du mouvement étant 


ow du) dw 


qu Xd) ° Ha) de 


(conséquence des 2n équations précédentes) on a bien w(9, d)—0 
quel que soit à sur une variété intégrale. 


Remarques. 1. — Le résultat précédent peut encore s'exprimer : 

; : j é ‘ ‘ 
Dans l’espace à 2n-+-1 dimensions, quelle que soit la variété ya 
une dimension, pour la variété V, engendrée par les variétés inté- 


grales V, s'appuyant sur } l'intégrale S08: d)=0: 
2. — La forme (8, d) étant nulle sur toute variété V, engendrée 


par les variétés intégrales V, s'appuyant sur y (5, d) est une forme 
linéaire des intégrales premiéres du système différentiel (1). 


(1) Cf. Communication au Congrès des Sociétés Savantes, Grenoble, 1952, sous presse. 
Comptes rendus de l’Académie des Sciences, t. 234, p. 2148-2150, 26 mai 1992. 
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Si l’on prend à — d comme w — bas w(d, d) on en déduit que la 
2 


forme extérieure w s'exprime uniquement au moyen des différen- 
tielles des intégrales premières du système (1). 


w—k;de' /\ de? ky fonctions de c', c/ et d'une variable ¢. 


3. — du —0, vw ne s exprime qu'au moyen des différentielles 
des intégrales premières 


w — de! /\ dei. 
w étant une forme fermée il existe localement & tel que do —w; la 
forme © s'exprime également au moyen des différentielles des 
intégrales premières du système ('); & est un invariant intégral 
linéaire du système (') au sens de M. E. Cartan. 
2. Equations des milieux continus. — Considérons un milieu à 

trois dimensions rapporté ? à un système de coordonnées curvilignes 

qi (i variant de 1 à 3). Soient V un volume fini, AV un élément de 
ARE la densité de matière en un point, AS un élément de 
surface de la frontière de V. 

Associons au volume V la forme 


a(ÿ, d)= f,evcAV + fofAV+ fe s.AS 


avec 
(2) we = dp; j\ dqi —oq' A dpi — eT / dt 
partie cinétique de » sous forme Hamiltonienne. 
(3) or SO /\ dt 
partie dynamique de w correspondant aux forces de volume 
(4) wfsAS 3 — AS,Tq, /\ dt 
ij 


partie dynamique de w correspondant aux forces de surface. 


Transformons par la formule de Stokes l'intégrale JE wfSAS, en 
désignant par D le symbole de dérivation APR A 


iL wfAS—dt À | TAS, ae 
J RV ij 
= Lan FR nr DER ur 
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5 oO. . A $ ; 
Dans (2) et (3) interviennent les composantes dq’ sous forme 
contravariante. Mettons les sous forme covarianteau moyen du tenseur 
LA me KA ij | aes ijS 
métrique contravariant gŸ, 3q' = gq; 


wo dp; /\ [ 47 — a] — gi! (an — i at) /\ 99; 
op 
wfy = YQ9q, /\ dt en introduisant les composantes contra- 


variantes des forces de volume d’où 


(5) o—— | [ 2a" (ap,— dt) — Qidt + À 
+ [dA [ [a 5] ini ee AY. 


Dans l'expression de {2 nous n'avons pas tenu compte des forces 
intérieures au volume V car ces forces sont complètement inconnues. 
D'après le postulat de la mécanique classique : puissance des forces 
intérieures nulle pour un champ de vitesses qui est un champ de 
moments, postulat équivalent à ce que le travail des forces inté- 
rieures soit nul, si ÿq désigne un déplacement dans l'espace à 3 dimen- 
sions, nou considérerons dans ce qui suit les 3g correspondants à 
des déplacements. Ils sont les solutions des équations de Killing. 


D(5qi) D(dq)_ 
(6) ee + Da 


Die by] A eV 


Pour chaque point du milieu si les ÿg satisfont aux équations (6), 
les d correspondant aux équations différentielles du mouvement de 
ce point sont tels que Q — 0. 


a) En choisissant pour les oq les translations solutions des 
D(Gg) 
Dy 


Oe ahaa ap [eur — dt) 


ign à DT?) Laits ie OL 
Qat+ De at A 89q:— ep: /\ | 4 | AV. 


équations (7) — 0, 2 sous la forme 5 se réduit à 


L'intégrale du deuxième membre devant être nulle pour tout choix 
de fonctions continues solutions de (7) et de Sp; fonctions continues 


lis bie 
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arbitraires il en résulte les 6 équations (8) 


idk eres | D(TY) 
y d _— — AS t Ne 4 —— 


da — A at==0 
opi 
réductibles aux 3 équations du second ordre classiques (9) 
= non DT 
l étant le symbole de Christoffel de 2° espèce. 


b) En choisissant pour les Sq des déplacements quelconques, ( 
compte tenu des équations (8) se réduit à 


7’ == gi+ rgq', 


Q(3, d)— dt /\ [ TY sha AV — = A fe Ti sa + Ti ae 
JV Jv 


ou en tenant compte de (6) 


fj ee DO) 
OG, d=F [ (M HAE AV 


Q étant nulle pour un choix de fonctions continues solutions de (6) 
D(oq; % à i 
DC) + o l'intégrale précédente étant nulle, TY = T, ce qui montre 


Dy 


que le tenseur des contraintes est symétrique. 


Remarques. 1. — On peut en tenant compte de l'équation de 
continuité mettre les équations g sous la forme signalée par 
M. Lichnérowicz (*) qui conduisent aux équations de la mécanique 
relativiste des milieux continus 

d(pu') D(pv'v/ + TY) = 
dt Dq 

2. — Pour établir les équations de Killing (6) il suffit d'écrire que 
dans une transformation ponctuelle la diflérentielle absolue du carré 
de l'élément de longueur ds est nulle. 


II. — Equations de la mécanique du point en relativité restreinte. 
— La relativité restreinte repose sur les postulats suivants : 

1) Par rapport à tout repère R de la variété V, espace-temps la 
vitesse d'une onde électro-magnétique est une constante c. 


(2) Cf. M. Lichnérowicz, Éléments de calcul tensoriel, Armand Colin, N° 259, p. 197. 
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En admettant que V, puisse être rapportée à des coordonnées 
Galiléennes x, y, z, ¢, formées d’un trièdre trirectangle associée à 
une variable temps, ce postulat entraîne l'existence de l’invariant 
métrique fondamental (*) 


(1) ds’? = edt? — dx* — dy? — dr 


ds désignant l'arc de trajectoire du point dans V,. 

2) Un point est doué d’une énergie de repos e, nombre essentiel- 
Jement positif. 

3) Une force F agissant sur un point matériel sera définie par 
rapport au repère R par les composantes contravariantes d’un quadri- 
vecteur Fi. Pour Fo les trajectoires sont les géodésiques de V, 
définies par les équations associées d’une forme extérieure de degré 2. 

Axiomatiquement associons au point M la forme extérieure w du 
2° ordre construite sur les différentielles des 4 paramètres a’ (i variant 
de 1 à 4 avec ct — x") et les différentielles de 4 paramètres u' liés 
par la relation 


(2) (u*)* — a 15 
20 — e,| edu’ /\ dt — S du À de' — u'du* /\ ds 


3 3 
+ Suidu' A as | = [Fed — SFr | /\ ds 
1 1 
ou 
(4) w = e,k;{ du! /\ dx — u'du! /\ ds| + kil di A ds 
AVEC, ON BL TT Eh UNE DORMI TE gene 
ÿy—=—#+? pour i= faa ane 
Taéorème. — La forme w est invariante dans les transformations 
du groupe de Lorentz appliquées simultanément aux variables x, 
u', laissant invariantes les deux formes quadratiques 1 et 2. 
Soient deux repéres Galiléens de V, auxquels on associe respec- 
tivement les deux systèmes de 8 variables: 1° repere 2 oi, 
2° repère &°, æ°. 
On passe du premier au deuxième au moyen des formules 
ET — avai b° dut 


d'où dd da° — aÿdu. 


(3) Cf. Borel Introduction géométrique à quelques théories physiques, Paris, 1414 p. 8. 
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L'invariance de la forme quadratique de (2) k, ju =k, gar” 


entraîne pour la matrice A —||a?|| les propriétés 
hea Oo pour aa 
po Ji 4 +1 pour i—j—{h, —1 pour eM fea hae 0 
D'où 
k,.daf /\ d=" =k, aha; =k du' /\ da’, 


k, gt ax" ms ul © u'du’, 
ke “Ode 6 a; Fda! =k; jF'du’. 


d’où l'invariance de w écrite sous la forme (4). 


Équations du mouvement. aw 
qui s écrivent sous forme théorique 
dw dw 
—= d = ‘d : a | — 4 4 : 

65 Nu) e,(cdt — u‘ds) (4) (— e,du’ + F'ds)c 

dw : - dw 

— ——e (— dr ds), e,du' =e ee 
(du) e,(— dx' + u'ds) (dr) — ui — F'ds — 0. 

Équations usuelles. — Lorsqu'on a en vue les applications, il est 


commode d'introduire les grandeurs accessibles à la mesure par 
rapport au trièdre usuel æ, y, z 
La vitesse usuelle du point sera le vecteur 0 de composantes 


v= 


oe » rapports des différentielles dz', dt 
ds* — c*dt* — S(dx')* —c'dt (1 — f) 


en posant t= (5) 


D'où en remplaçant ds par dé Vi- —? dans les équations (5) 
les équations usuelles 


pi at At eye =)= Bit) ae 


Fr Es gp dt eS 
ee a as 
GER IS Creer )= Foi — 6 
Vif d\Vi —# 


dont les quatre dernières s’interprètent vectoriellement dans I’ spa 


e 
V, au moyen du vecteur impulsion énergie p= Fu 


ve —f avec f=Fvi—! er 
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Remarques. 1. — Si on désire obtenir les équations dans l'espace 
à 3 dimensions de 
(u‘)? — Su) — 1 on déduit cdu* = ane ee vdi 
avec ui sci hb foo c\/ 1— 6 1 pd 
c\V 1 — (6? 
d'où l'expression (3) de w devient (7) 


(7) ot Es Ad AE AT re ) De 
— kjFidx! /\ V1 — {dl 


ce qui donne les trois premières équations de (6) et (6’). 
Il résulte de (7) que si 6 — 0, w après division par —-c a pour 


limite (8) : 
(8) —— w =k,dv A diel tk jVide! + kyFidu! /\ dt 
C 


Vi—p$ 


qui est la forme extérieure génératrice des équations différentielles 
d'un point en mécanique RAR De là l’idée relativiste de 


considérer la quantité 


<r, COMME la masse d’un corps 


PER 


e 
en mouvement, et m,— comme la masse au repos. 
c 


i Composition des vitesses colinéaires en mécanique relativiste. 
Dans notre conception la vitesse par rapport à un repère R est 
définie comme le rapport des différentielles dz’, à la différentielle di : 


pi _ Pour établir la règle de composition des vitesses considérons 


deux repères (x'), (&*) coincidants pour æ'—0, les axes @& et Ox 
glissant l’un sur l’autre, les axes On et Oy, @E et Oz restant respec- 
tivement parallèles, on passe du 1° au 2° par les formules. 


1 1 
a0 0 al 
Ot 00 
0 O10 
aooa 


(9) IF llall>x<lk1 avec matrice [la] = 


D'où le passage du système des 8 variables (x!, u') au système des 
8 variables (2°, 4°) par les formules (9) et (10) 


(10) : = Neil Xe. 
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L’invariance de la forme quadratique 


(xt = Si (a')? — (u*} =" (ui) 


entraine pour les coefficients a? les relations. 
(aÿ)— (a) —1 (a) —(a)=1 ~—ajay--ajaf =o 
d'où ai==at= ch» 

Il en résulte les formules de changement de repére. 
fix) So aoa (11) BSE a 
cer —xSho+ctcho x—u' Sho+u cho 


D'après les formules (6) la vitesse du poe par rapport 
ca! 


4 


au 


1 
: cu 
*" repère est V — — par rapport au 2° Wiss 
u x 


De (11’) on déduit 
c-teTho 
u 


w — % — eu sho—+cu*cho _ — 
Feb u'sho+u'cho Pre de 
o 


u 


suit 
- watt 
+ 


en posant vo lin, vitesse du 1‘ trièdre par rapport au 2°, d'où 
résulte la signification mécanique du paramètre o, et la loi de 


composition FE vitesses colinéaires en mécanique relativiste. 


(Parvenu aux Annales le 28 juin 1952.) 
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NOTE SUR LES SOLUTIONS APPROCHÉES DU PROBLÈME 
DÉTERMINÉ DES SILLAGES 


par Julien KRAVTCHENKO (Grenoble). 


I. — Introduction. 


Le problème déterminé du sillage, si important en physique mathé- 
matique, ne semble pas pouvoir être résolu explicitement et rigou- 
reusement en dehors de quelques cas particuliers simples (cas de 
certains profils polygonaux). Or, l'ingénieur et le physicien ont 
souvent besoin de solutions, calculables numériquement, et corres- 
pondant à des profils donnés courbes. Il y a donc un intérêt majeur 
à faire avancer les méthodes approchées de résolution du système 
intégro-différentiel non linéaire, auquel M. H. Villat ({1], [2]) © a 
ramené autrefois le problème dans le cas des profils à tangente 
continue (ou avec un nombre fini des points anguleux). Nous pensons 
rendre service au lecteur de langue française en présentant, ci-après, 
la récente solution du problème indéterminé du sillage, dûe à 
M. J. M. Rapoport [3] et dont cet auteur a déduit un procédé 
empirique (mais qui semble efficace) de résolution approchée du 
système de M. Villat. Citons, en particulier, l'excellente solution 
approchée du problème de la proue symétrique circulaire en fluide 
indéfini que M. Rapoport sut tirer de sa méthode et qu'on trouvera 
indiquée ci-après. Il serait, d’ailleurs, intéressant de comparer ce 
dernier résultat de M. Rapoport à celui de M. J. Brodetsky [4] dont 
la solution, basée sur les formules de M. Villat, est réputée très 
satisfaisante. 

Nous présentons ensuite quelques extensions, d’ailleurs élémen- 
taires, de la solution indéterminée de M. Rapoport et, chemin 
faisant, nous précisons la portée analytique de sa méthode. 


(*) Les chiffres entre crochets renvoient à la bibliographie placée à la fin de l’article. 
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On sait que la solution du problème du sillage, tant déterminé 
qu'indéterminé, doit, pour être physiquement acceptable, satisfaire 
aux conditions de validité physique de Brillouin. A cet égard, la 
la discussion de M. Rapoport peut être améliorée tant en rigueur 
qu'en simplicité. 

Pour y parvenir, il nous suflira d'appliquer quelques critères 
classiques de validité, dûs à MM. Villat et J. Leray ([5] et [6]), qui 
semblent être restés ignorés de M. Rapoport et dont on pourra 
trouver une justification détaillée dans [7], chapitre 1. 


II. — Problèmes déterminés et indéterminés du sillage. 
(Méthode de M. Rapoport.) 


1. Dans le plan de la variable complexe z= x -+ ty, envisageons 


LG: . . . L 
un arc de courbe simple OA, d'origine z= 0, situé dans le domaine 
y > 0 et n’ayant en commun avec Oz que le point O. Soit €=¢-+- im 
une variable complexe auxiliaire. Je rappelle que le problème symé- 
trique déterminé du sillage consiste à définir dans le domaine x > o 
du plan ¢ une fontion holomorphe z—z(f) et possédant dans ce 
domaine les propriétés suivantes. 

de ; ae 
1) 4 —C, C étant une constante réelle > 0, à priori 
LAN" 
inconnue ; 
2) 2(¢) fait correspondre : à — ao <E< 0, 1 —0 le segment infini 


PS 
—o<r<O, y=0; à OLÈLI, n—0, l'arc OA (donné à 
priori); à 1<Ë< ©, n—0, une ligne à joignant A au point à 


l'infini ; la forme de X est inconnue à priori; 
3) le long de X on doit avoir (°) 


de 

] — 
(1) 5, 
Une fois 2(¢) déterminée, il faut discuter la validité physique de la 
solution en s’assurant que 1) z(¢) est univalente dans 7 > 0; 2) à n’a 


ste 


pas de point commun avec Ox ; 3) * 

2 
conditions de valadité, énoncées par Marcel Brillouin, seules les 
deux premières sont essentielles (cf. Ga chapitre 1). 


<C pour 470. De ces trois 


(2) D'après ce qui précède, le potentiel complexe fest lié à Cparç—=Cf, si be Ss ip 
d 


~ — 
s — 


pe 
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2. La méthode, que M. Rapoport utilise pour résoudre le problème 
ci-dessus, repose sur une forme particulière — et qui semble, en 
partie originale — de la solution du problème symétrique indéter- 
miné du sillage. Je rappelle que ce dernier problème revient, en gros 
(nous n'explicitons pas ici toutes les conditions classiques de régu- 
larité), à former une fonction z—z2(¢), holomorphe pour » > 0, satis- 
faisant à (1) pour 5 —0, 1 LE L&, possédant une dérivée réelle 
positive, finie pour — «2 <E< 0, r —0, telle, enfin, que 


dz = 
Ca). =o 42 ss 


M. Rarorort remarque que la fonction 2(¢), nulle à l'origine et définie 
au moyen de la relation : 


(2) de GUE AULOUS 1Q@); 


d VE —i+i 
remplit d'office toutes les conditions requises chaque fois que : 1) l'on 
choisit pour les radicaux leurs déterminations arithmétiques pour 
t—£— io, > 1, 2) l'on prend pour P(?) et Q (©) des polynomes 


de même degré, à coefficients réels, tels que : 


\ 


(3) QQ) 27 : : PO =o +) pour t— 20: 


+ 
6 — 


Moyennant (3), la condition à l'infini (1) est remplie. 
Si on pose : 


P(e) asl Yaz", 
0 


Qe) = She 


On aura, d'après (3): 


(4) (ESS 7 LA PE ER bey NE 


; 5e (am)! _ 
ou: En Fim (ml) 


En d’autres termes, on peut choisir arbitrairement l'un des poly- 
nomes P et Q; l’autre est alors déterminé sans ambiguïté. 
: a 
L'image, dans le plan z, du segment 7» —0, 06 < 1 par (2) sera 
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‘3 
un are de courbe OA, possédant au point z— 2(¢), 0 < 1 (*) une 
tangente : si on oriente celle-ci dans le sens des € G à et sion 
note W(Ë) son angle algébrique avec Oz, ona: 


(9) WE) =— —VEP(). 


Ainsi en complétant la figure par symétrie relativement à Oz, 
l'obstacle total aura en O une tangente continue. Comme P(é) est 
continue, W(£) sera continue pour o<&<1; on voit que, sous sa 
forme actuelle, la solution de M. Rapoport ne fournit que des obstacles 


à tangente continue. D’ailleurs P et Q étant analytiques, OA, d' après 
(2) sera même un arc analytique, sauf peut-être, pour €—1. 

Enfin, on trouve que la tangente à À au point z(é), LE Fn 
orientée dans le sens des À croissants, fait avec Ox un angle 


(6) V(é)—=are sin ae — VEP(E) + Vi — 1Q(), 
Vé 


la détermination choisie pour arc sin étant comprise entre O et —. 
2 


D'après (5) et (6), OA et à forment une courbe à tangente contine ; 
résultat conforme à la théorie générale (cf. [6] et{7], chapitre 1). 

Au total, la solution indéterminée de M. Rapoport est assez diffé- 
rente de la solution classique de M. Villat. La portée de la méthode 
ci-dessus est restreinte, puisqu'elle ne donne que des obstacles analy- 
tiques et réguliers ; en revanche, elle est d’une forme analytique plus 
simple et plus maniable, puisqu'elle élimine les difficultés de calcul 
inhérentes aux intégrales singulières qu'utilise M. Villat. 

Nous laissons de côté, pour le moment, la discussion de la validité 
physique des résultats ci-dessus. 

3. Nous sommes maintenant en mesure de mettre en équations 


le problème déterminé, posé pour un profil donné ( OÀ, de longueur 


totale «. Soit /, l’abscisse curviligne du point McOA, comptée posi- 
tivement de O a A (0< <l<z); notons 'l’(/) l'angle avec Ox de la 


tangente en M à OA, orientée dans le sens des / croissants. Il est 
clair que la donnée de W(4), (0 << 1< x) définit OA sans ambiguïté. 
Posons (cf. [3]) : 


= KDE = 


(3) Pour abréger, nous poserons, ¢(¢) étant une fonction de © : ¢(§ + io) = g(E). 


Lames. en, 
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D'après cela, K(2) est la courbure de OA en M. Posons encore : 


(7) Z(l) =Ke?=—i—e“", oo <a. 


Mais le long de OA, dz — eiYdl, d'où : 


i dt 
dz 


(7) Z()= — 


Lorsque / varie de 0 à x, le point d'affixe Z(/) décrit dans le plan z 


Ps 
un arc de courbe L que nous appellerons associé à OA. Inverse- 
ment, si on se donne arbitrairement un contour L d’équation : 


(0) étant une fonction arbitraire (assez régulière), définie pour 


O</l<z, il existera un contour OA et un seul, d’origine O, 
défini au moyen de l'équation intrinsèque : 


NOE 


T 


Bide ae 


2 


Cela étant, formons l'équation du contour associé à la solution 
indéterminée (2). Posons avec Levi-Civita : 


hee 4 + It 2 
(8) do Goi), 


dz 
On a alors {cf. (5)] : 
HE) = FE): 


(9) | (2) =V1 — EQ) — log oe ; pour o<E<1. 


De (2) il résulte alors : 
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7 


de sorte que I(Ë) est une fonction bien définie pour o << €< 1 ainsi 
que son inverse &(/). En égard à (7), il vient: 


AE) (ag 
ZL) =— i (a). = 


ee P(E) +=P@ 
| i+V1—E 


e Vi — FQ) - iVEP(E), ata. I. 


Il est clair, dés lors, que la formule (2 2) résoudra le probleme 


ne posé relativement au contour OÀ, donné au moyen de 
—= (1), o LI 2, si l'on peut choisir les polynomes P(¢) et Q(£) 


z la constante C, de maniére que le contour (10) coincide avec le 


contour L associé à OA [ef. (7’)]. 

La méthode d’ approximation de M. Rapoport revient alors à 
approcher un arc (7), donné à priori, au moyen d expressions (10). 
En sorte que tout revient, en définitive, à choisir judicieusement C 
et le polynome P(¢) [ou Q(o)}. 

Malheureusement, M. Rapoport ne semble pas avoir trouvé de 
processus régulier permettant de réaliser rationnellement l’approxi- 
mation ci-dessus, équivalente, au fond, à l’approximation des 
solutions du système de M. Villat. Il serait très désirable de 
compléter à ce point de vue le travail de cet auteur. Mais la forme, 
relativement simple, au point de vue analytique, de la solution (2) 
semble particulièrement adaptée à une recherche par tâtonnement 
de la solution déterminée. 

4. Ainsi, supposons que l'arc OÀ soit un arc de cercle de rayon 
R et de centre x —R, yo. Le contour associé L a pour équation : 


LD= + en: 


I = 
L est donc un arc de cercle de rayon R centré sur z—o. Prenons 
alors: 


rae te : P(t) =0,907 + 0,062: ; Q(E) = 0,938 + 0,062¢. 


Les relations (4) sont satisfaites. 
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D'après M. Rapoport, l'arc associé Z(£) a une allure donnée par 


Je tableau ci-après ; ou on a posé: arg ZE) = 9 = VEP(E). 


0,16 


o 50r2/ | ro°26/ | 15° 21°01! 31°58! | 37°94! 


0,498 0,998 1,001! à 1,004 1,000 | 0,992 


12E) R R R R R R 


On voit que IZ(Ë)| est constant à 6 pour 100 près. Il se trouve que 
le profil OA, donné par (2). ou P(£) et Q(¢) sont remplacés par les 
fonctions linéaires ci-dessus, a un rayon de courbure compris entre 
0,9998 R et 1,0002 R. On a donc une excellente solution approchée 
du problème symétrique du sillage en fluide indéfini pour un arc de 
cercle d'ouverture 111°04’. De plus: Q(1)—1. On verra ci-après 
que cette relation assure pour la ligne à correspondante un déta- 
chement en proue. Une discussion complémentaire, dont on trouvera 
le principe au chapitre m1, montrera que nous avons construit une 
très bonne solution approchée du problème de la proue circulaire 
symétrique, vérifiant toutes les conditions de validité physique. 


III. — Compléments analytiques et extensions. 


5. Ilest aisé d'interpréter la présence du facteur VE — 1 +ilT" 
au second membre de (2). Si on fait P(¢)= Q(t) =o dans cette 
formule, on retrouve, au facteur C près, le potentiel des vitesses de 
la plaque plane symétrique. 

6. Cherchons si on peut utiliser, pour écrire (2), des fonctions 
P(£) et Q(£) autres que des polynomes. La fonction z(¢) est holomorphe 
pour r >0o. Donc P(F) et Q(¢) doivent être holomorphes dans ce 
domaine. Mais P(t) et Q(¢) doivent être, de plus, réelles et bornées 
pour ¢ réel. Il s'ensuit que P(£) et Q(¢) sont prolongeables analytique- 
ment à travers l’axe réel 70; ce sont donc des fonctions entières, 
dont les développements tayloriens sont à coefficients réels. Si ces 


derniers développements n'étaient pas limités, a présenterait une 


singularité essentielle pour ¢— ©, circonstance incompatible avec 
la condition (1). 
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Ainsi, la formule (2) ne résout le probléme indéterminé que si 
P(£) et Q(£) sont des polynomes liés par (3) et (4). 

7. On peut, cependant, généraliser un peu la solution de 
M. Rapoport. Tout d’abord, remplacons dans (2) Vexposant de 
l’exponentielle par V/¢P(¢) — Vt— 1Q(¢) — Vi — £,P,(6), ou Q(t) se 


déduit de P(¢) au moyen de (4); ou &, est un nombre réel tel que 


o<& <1; ou le radical Vie est réel et positif pour ¢ —t> a 
où enfin, P,(¢) est un polynome de même degré que P(‘) et déduit 
de celui-ci au moyen de: 
P, (9) — Æ PO=0 2 our {— ©. 
As V 4 6) = :) P . 


IL est clair que la condition a l'infini (1) est encore satisfaite, ainsi 


que les conditions frontières pour n—0, —®< E< vo 1et 
eRe coe 
Mais la formule (5) est à modifier comme il suit: 
WE) == —VEP(é), pour o<é<&; 
2 
L1Q) =; —VEP(E)+VE—EP(), pour &<i<1, 


L'arc OA correspondant posséderait donc encore une tangente 
continue ; mais au point z—2(é,), la courbure de OA subirait une 
discontinuité. 

Bien entendu, il serait loisible de former des solutions présentant 
un nombre fini de telles singularités. 

7. On peut, aussi, étendre la solution (2) de M. Rapoport au cas 
des profils présentant un nombre fini de points anguleux. Il suffit, 


en effet, de multiplier le second nombre de (2) par un produit de 
facteurs tels que : 


Fe ea AP SLATE 
Vi—i+ivi —E | 
où @, est encore une constante positive (0 << Ë, < 1), où les radicaux 
sont pris au sens arithmétique lorsque les quantités sous le radical 
sont réelles et positives et où + est une constante réelle(— 2 <x< 2. 
On voit que: 1) arg f,(¢)—=o pour {—E, — 20 Shope) lilt 
pour É—Ë, 1<5< a; 3) argf(t) subit une discontinuité de 


SOLUTIONS APPROCHEES DU PBOBLEME DÉTERMINÉ DES SILLAGES 299 


TS : 
fase lorsque €, croissant de o à 1, passe par la valeur é,. Il s'ensuit 


que le second membre de (2), multiplié par le facteur f(£), donnera 
encore une solution indéterminée du problème du sillage ; mais, 


cette fois, le contour OA présentera au point 270.) un point 
anguleux. A noter que la correspondance 2z(¢) sera continue au 
point {—£,, moyennant la restriction, imposée ci-dessus à 2: 
(—- A ua). 

Bien entendu, on peut, par ce procédé, former des solutions indé- 
terminées pour des contours comportant un nombre fini de points 
anguleux. 

8. Une extension des résultats de M. Rapoport au cas d'un 
obstacle symétrique placé symétriquement dans un canal à bords 
rectilignes et parallèles sera publiée ailleurs. 


IV. — Validité physique des solutions de M. Rapoport. 


9. Cherchons à former des critères pour assurer l'univalence 
de 2(£) ainsi que le non-recoupement de à et Ow ; 2(¢) sera donnée 
par (2) et l'obstacle sera supposé réduit à l'arc OA, en sorte que nous 
nous limitons, pour commencer, aux profils dits en gouttière (cf. 
la fin du paragraphe 1). 

Le domaine de définition de z({) étant simplement connexe, la 

L . aes Fr . 
fonction z(£) sera univalente chaque fois que OA et ? déduits de (2) 
formeront un contour simple ne recoupant pas Ow. Or, il suffit, 


pour que OA soit un contour simple que 
SHOT  0<EX1, 
ou encore [cf. (8) et (g)]: 


—T<VPE< SE - o<t<r. 


Car alors l’ordonnée y(£) de MeOÀ sera une fonction croissante de 
deé pour o<é<1. On sait (cf. [5] ou ae chapitre 11) qu'il en sera 
nécessairement de même le long de la ligne À. Il en résulte que la 
ligne de jet À ne recoupe pas Ox, de sorte qu’en complétant la figure 
par symétrie relativement à cet axe, l’ensemble formé de obstacle 
et des deux lignes libres sera dépourvu de points multiples. 


20 
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2 


: a d' 
10. Il reste à discuter la condition a 


+ 


< C pour 1 >0. On sait 


(cf. [7] chapitre 1, par exemple) qu'il suffit de la vérifier le long de 


OA seulement. D'après (9), cela s’écrira: 


_VE <0 
Ve a 


D'ailleurs, pour un grand nombre de profils, on peut affirmer, à 
priori, que l'inégalité précédente est satisfaite. On trouvera dans 
[7] (cf. chapitre 11) une série de résultats obtenus sur ce sujet par 
MM. Villat, Leray, C. Jacob et nous-méme. 

Observons, en passant, que dans le voisinage de 0, (11) est 
toujours satisfait. Dans le voisinage de ¢ = 1, le premier membre 
est visiblement du signe de ee: —€ [Q@) —1], siQ(1)A1, de telle 
sorte que nous avons la condition nécessaire de validité, mais qui, 
bien entendu, est loin d’être suffisante : 


QG) <1 


1. Supposons maintenant que l’on veuille prolonger l'arc OA 
tangentiellement et avec une courbure continue dans le sillage ; 
au-delà de A, l'obstacle prolongé doit rester étranger à l'image du 
domaine 7 > 0. Je rappelle que, d’après les résultats classiques de 
Brillouin, de MM. Villat et Leray, cela exige que la courbure de } 


ont Fr 


(11) Vise — EQ(Ë) — log 


L] e , . . HAN 
soit finie en A. Alors À est nécessairement osculatrice à OA en A et 
le Beer en correspondant est dit en proue. On sait que si l’on 


pose: f—-2 _ (f étant le potentiel complexe), la courbure de x au 
= , (Ë >> 1), w étant la fonction de Levi-Civita 
= 
définie par (8) (*). Or, d'après (2) il vient : 
dy 
12) —=C =| a >| 
a) =e} [eo 


+VE= 19) — Pe) —VEPOL- 


point z —2(@) vaut 


(*) A noter que nous changeons de convention de signe pour la courbure, laquelle 


«da 
s’exprimerait par — i ieee § > 1, suivant M. Rapoport. 
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Le détachement en A sera dès lors en proue si le second membre 


de (12) est fini pour £— 1. Comme Q(‘) est un polynome, il faut, 
et il suffit pour qu'il en soit ainsi, que : 


(13) SÉRIE 


On retrouve ainsi les conclusions que M. Rapoport obtient après 
des raisonnements directs et, partant, plus longs. 

D'après ce qui précède, la solution indéterminée (2) nous donne 
un moyen facile de construire une infinité d'exemples de déta- 
chement en proue (plus malaisés à obtenir à partir des formules 
résolutives générales de M. Villat); en particulier, l'exemple traité 
au $ 4 satisfait à la condition (13). 


12. Toutefois, la discussion de validité n'est pas pour autant 


terminée lorsque l'obstacle OA se prolonge au dela du point de déta- 
chement. II faut. en effet, s'assurer encore que la partie prolongée 
du profil ne recoupe pas 2: ensuite, il faut vérifier que la condition 
z\< C;  >o est satisfaite. A ce sujet, M. Rapoport se borne à des 
indications très brèves et ne semble avoir recours qu'à la vérification 
directe. Or, pour garantir la validité locale de la solution (dans le 
voisinage de A), ce qui est le point délicat, il suffit d'utiliser les 
critères nécessaires et suffisants de M. Leray (cf. [7], § 13). Les 
résultats de M. Leray ont une portée très générale et s'appliquent à 
toutes les solutions susceptibles d’être représentées par les formules 
de M. Villat. Dans le cas de la solution (2), il est aisé de retrouver 
directement les conclusions de M. Leray comme suit. 


13. Posons : 
ru pe". 


Dans le domaine 7, > 0, on doit avoir: OK 9 <T. D'après (12), 
on a le développement limité, valable dans le voisinage de € = 1 et 
dans le cas du détachement en proue: 


(14) = fen +t pa] +-e% 8Qc0)+ 1] uA(u) 
ou A(u)est une fonction continue et bornée dans le voisinage de u— 0. 
Mais d'après ce qui précède, la ligne libre à correspond à 90. 
Comme la différentielle df et ¢ sont des infiniments petits équi- 
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valents, la courbure c(+) de % au point d’abscisse curviligne b 
(comptée à partir de A) s'écrit : 


oe 
(18) e(p)=—G[ PCa) +2 Pr) ] + 0*£[3Q(1)+ 1) + eG). 


Si done on a: P(1)+~P(1)>0 et 3Q(1)+1>0, fee) 

2 
diminue dans le voisinage de p— 0; et À y tourne sa convexité vers 
le domaine image de > o. Ces inégalités étant remplies, si l'arc 
convexe OA est prolongé au delà de A par l’arc du cercle osculateur 


en Aa OA, tout danger de recoupement sera écarté dans le voisi- 
nage de A. Or, c’est ce qui se produit dans l'exemple traité au § 4. 
Avec le choix adopté pour P(¢) et Q(6), il vient: 


Pi(1) + P(1)=0,515 et 3Q’(1) + 1 =1,186. 


D’aprés cela, la solution approchée du probléme de la proue circu- 
laire vérifie la premiére condition de validité de Brillouin. 

14. Mais il y a plus. Traçons dans le plan € le demi-cercle 
{—1—pe, p—C" et petit, o<9< 7. Le long de cette courbe 
dj = ipe*do. Il en résulte que la partie réelle de l'intégrale : 


ff dw 
TT 
est égale à +(1+be?), en égard au fait que +(1 ++) — 0; [cf. (8)]. 


Remplaçons alors dans l'expression précédente a par son dévelop- 


pement limité (14), il vient, en négligeant les termes d'ordre supé- 
3 


rieur à p? : 
(a 689) =— C[ Pa) ++ P(x) Jp sin e+-C8Q(1)+ Je? sin 52. 


On voit donc que, dans le voisinage de {— 1, l’inégalités <0 ne 
peut être satisfaite que moyennant les deux conditions simultanées : 


Pr)+=PG)>0: 3Q(1)+1 > 0 


identiques à celles déjà trouvées à propos du non-recoupement. 
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INFLUENCE DE LA SUBDIVISION 

EN DOMAINES ÉLÉMENTAIRES 
SUR LA PERMÉABILITÉ EN HAUTE FRÉQUENCE 
DES CORPS FERROMAGNÉTIQUES CONDUCTEURS, 


par Louis NÉEL (Grenoble). 


Sommaire. 


Après avoir fait la critique des travaux antérieurs sur la question, 
l’auteur reprend la théorie de l'influence de la subdivision en do- 
maines élémentaires sur la perméabilité en haute fréquence des 
corps ferromagnétiques conducteurs. Il suppose que, dans les régions 
superficielles, les domaines sont formés de feuillets plans parallèles, 
d'épaisseur d, perpendiculaires x la surface, et il donne la solution 
rigoureuse du probléme dans le cas où les parois de Bloch sont 
infiniment souples et extensibles sans dépense d’énergie. Il calcule 
les valeurs des composantes réelle et imaginaire de la perméabilité 
en fonction d’une fréquence réduite a, qui dépend de d. 

Dans le cas où d est très petit, l’auteur donne ensuite la théorie 
des phénomènes lorsqu'on fait entrer en ligne de compte la tension 
superficielle de paroi. Il en déduit que, lorsque d est supérieur à 
quelques microns, l'influence de la tension superficielle est négli- 
geable : il est donc généralement justifié de négliger l'énergie de 
paroi. 


1. — INTRODUCTION 


L'expérience montre que, dans des champs très faibles et en haute 
fréquence, la perméabilité vy. d'un corps ferromagnétique est une 
grandeur complexe : 
= 1, — diy (1) 


V1 
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qui présente une forte dispersion avec la fréquence. Pour un corps 
conducteur, tel que le fer doux, la partie réelle ,, d’abord égale aux 
basses fréquences à la perméabilité initiale statique Los décroit sen- 
siblement à partir de 10 Mc/sec, est réduite à »,/5 vers 500 Mc/sec 
pour tendre finalement vers l'unité. La partie imaginaire ».,, d'abord 
sensiblement nulle aux basses fréquences, croît avec la fréquence, 
passe par un maximum qui est de l’ordre de y.,/3 aux environs de 
500 Mc/sec et tend ensuite vers zéro. 

Ce phénomène est en partie attribuable à une cause banale : l’inho- 
mogénéité essentielle d'un corps ferromagnétique à l'échelle micro- 
scopique, due à sa subdivision en domaines élémentaires. Dans les 
champs faibles, les variations d'aimantation proviennent en effet 
principalement des déplacements des parois de séparation entre les 
domaines élémentaires et sont ainsi localisées dans une fraction du 
volume total qui est de l’ordre du centième ou du millième. Ces 
déplacements sont donc accompagnés de micro-courants induits qui 
tendent à les freiner. Mais ces micro-courants ne suffisent pas à 
expliquer entièrement la dispersion de la perméabilité, car on sait 
que les ferromagnétiques isolants, tels que les ferrites, présentent 
aussi de la dispersion. Il existe donc des forces d'inertie et de quasi- 
frottement, d'origine plutôt atomique, qui s'opposent au déplacement 
des parois. C’est en somme une manifestion du fait que les moments 
atomiques ne peuvent pas suivre instantanément les variations du 
champ magnétique appliqué. L'étude de ces phénomènes de relaxa- 
tion présente un très grand intérêt théorique, mais nous n’avons 
pas l'intention d’en parler davantage ici et nous renvoyons à ce sujet 
le lecteur à une excellente étude de C. Kittel présentée au Colloque 
International de Ferromagnétisme et d’Antiferromagnétisme de 
Grenoble, en 1950 [1]. 

Il serait donc très souhaitable d’avoir des renseignements précis 
sur l'effet des micro-courants induits afin de déterminer ce qui, dans 
les variations de v., revient à la dynamique propre des parois. Le 
rôle de ces micro-courants a été signalé pour la première fois par 
R. Becker [2] qui a calculé l'amortissement produit par des parois 
planes circulaires, normales à l’aimantation spontanée, se déplaçant 
à l'intérieur du corps. Les objections que l'on peut faire à cette théo- 
rie ne tiennent pas tant à la forme des domaines élémentaires envi- 
sagés, peu en accord avec ce que l’on sait aujourd'hui de leur forme 
et positions relatives, qu’au fait suivant : l'interprétation des mesures 
de perméabilité en haute fréquence est basée sur la théorie de l'effet 


CORPS FERROMAGNETIQUES CONDUCTEURS 303 


de peau. Il paraît donc indispensable de faire la théorie de l'eflet de 
peau d'une substance non homogène, composée de domaines élé- 
mentaires, et ne pas se borner à l'étude de micro-courants créés à 
l'intérieur d'une substance massive par des variations idéales d’aiman- 
tation ne correspondant à aucune expérience possible. C. Kittel [3] 
a étudié cet ellet de peau 
lorsqueles domaines super- 
ficiels, de profondeur h, 
sont disposés comme l'in- 
dique la figure 1. Il sup- 
pose essentiellement que 
les parois de séparation aa’, 
bb’,... de ces domaines sont 
rigides, indéformables et se = 
déplacent en bloc parallè- a b’ 

lement à elles-mêmes, sur - Fic. 1. 

toute la profondeur À, au 

cours des variations d'aimantation. Cette hypothèse n'est guère sou- 
tenable et nous montrerons au contraire plus loin ($ 12) qu'il est 
plus correct de supposer les parois infiniment souples. 

Nous reprendrons donc la théorie en supposant avoir affaire à des 
domaines élémentaires formés de feuillets plans, d'épaisseur d, 
empilés les uns sur les autres comme les pages d’un livre et aimantés 
alternativement en sens inverses. Les phénomènes dépendent de 
l'orientation du plan des feuillets par rapport à la surface du corps : 
il convient de distinguer deux positions principales, la première où 
le plan des feuillets est perpendiculaire à la surface et la seconde où 
les feuillets sont parallèles à la surface. Nous nous limiterons dans le 
présent mémoire à l'étude de la première position. 


2. — Position du problème. 


Soit trois axes rectangulaires Oxyz : Owz la surface du corps, 
Oyz parallèle au plan des parois des domaines. Les traces des parois 
sur le plan Oxy sont représentées en aa, bb’, ..., sur la figure 2. 
Les domaines d’ordre impair, I, III, ..., sont aimantés suivant la 
direction positive de Oz. les domaines d'ordre impair, II, ee 
en sens inverse. Le système est soumis à un champ extérieur H,, 


parallèle à Oz: | 
FE = ee (2) 
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de fréquence circulaire w suffisante pour que l'épaisseur de la 
couche de peau soit petite à côté de l'épaisseur de |’échantillon 
étudié et de la hauteur des domaines, comptée parallèlement à Oy. 

Nous négligerons l’inertie des parois et les forces liées à la 
relaxation des moments atomiques. Nous supposerons pour le 

moment les parois 

a b O X infiniment souples et 
nous admettrons que 
les seules pressions 
qui déterminent leur 
mouvement sont, 
d'une part, la pres- 
sion magnétique 
2HJ,, où J, est l’ai- 
mantation spontanée 
et H la composante du 
champ magnétique 
suivant Oz, et, d'autre 
part, une pression de 
rappel a la position 
d’équilibre. En dési- 
y gnant par y, la sus- 
ceptibilité initiale sta- 
tique de la substance 
suivant Oz, tout se 
passe au cours d'une variation lente d’aimantation comme si les 
parois possédaient une susceptibilité superficielle égale à 7,d, le reste 
de la substance ayant une susceptibilité nulle, c’est-a-dire une per- 
méabilité égale à l’unité. 

En particulier, lorsqu'on se borne à l’action des champs très 
faibles, pour lesquels les déplacements des parois sont petits vis-a- 
vis de la distance d qui sépare deux parois voisines, on peut sans 
erreur sensible supposer fixes les parois, tout en leur attribuant une 
susceptibilité superficielle égale à 7,d par centimètre carré. 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
1 
| 
| 


Fic, 2. 


3. — Equations du probléme et conditions aux limites. 


IL s’agit d'un problème cylindrique. En désignant par ¢ la résis- 
livilé, par i, et i, les composantes de la densité de courant, par LI, 
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le champ magnétique, paralléle 4 Oz, les équations de Maxwell, en 
unités électromagnétiques c. g. s. se réduisent à 


__dH, (3) 
dx 


puisque la perméabilité est égale à l'unité. Nous cherchons une 
solution de la forme 


H,— He", (4) 


qui, substituée dans le système (3) d'équations, montre que H est 
une fonction de æ et de y indépendante du temps satisfaisant à 
l'équation aux dérivées partielles : 

oH YH Tw 


2 


dx" oy p 


H. (5) 
Il s'agit de trouver une solution périodique H(æ+ d, y) —H(x, y), 
égale à H, pour y—0, nulle pour y infini et satisfaisant sur les parois, 
Dots =. 
situées par exemple à x — det c—=— = d, à une condition aux 
2 


limites que nous allons déterminer. 
Soit une paroi P (fig. 3) soumise à un champ variable H,, 


perpendiculaire au 

plan de la figure et I 
dirigé positivement P ai — b 

d'avant en arrière. Le ST —_—_— 
flux correspondant à ae a I 


1 centimétre de paroi 
est égal à 4ry,dH,, de 
sorte qu’un petit élé- | 
ment de circuit abcd, de section Ôs, est soumis par centimètre à 


Frc-.3. 


; oH, . = 
une force électromotrice — ATX > donnant naissance à un cou 


_ rant d'intensité 


| ‘ Ss ; a dH, (6) 


ES 
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dirigé positivement dans le sens des flèches. Si 4, et &, sont les 
composantes tangentielles de la densité de courant, de part et d'autre 
de P, on devra donc écrire : 


: 7 ddH 
ii ree! (7) 


Dans le cas qui nous intéresse, compte tenu des équations (3) et 
(4) et du fait que par symétrie i,(a) -= — i(— x), cette condition (7) 


: I 
Becrit- pour = U2. 
2 


I OH __ 4ry,jod yy (8) 


| or dx e 


Dans la suite, pour simplifier l'écriture, nous poserons d'une 
part 


2. 72 
us ou 7 (9) 

et d’autre part 
reas jor (10) 


La quantité a est un nombre réel proportionnel a la fréquence > 
r’ est une quantité imaginaire pure. 


4, — Solution du problème. 


Nous cherchons une solution de la forme 


ig eal 6 B Ÿ Cn COS pate I”, (11) 


n=41 
où chaque terme de la somme doit satisfaire aux équations (5) et (8), 
ce qui donne, d’une part la relation 


2 


Pi (12) 


qui définit q, en fonction de p, et, d’autre part, la relation 


d 


Metis ire nd 
Pr Sin ‘ == cost. (13) 
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Si nous désignons par o,, 9,, ..., o,, ... les racines successives de 
l'équation transcendante complexe 


Herr. (14) 


les p, sont alors donnés par 


Pa d ‘ (15) 
Il reste à exprimer que H est égal à H, pour yo. Il faut pour 
cela que la série de Fourier Ye, cos p,r soit égale à 1 dans l'intervalle 
I . : 
o < «< —d. Nous admettrons que les fonctions cos p,r forment 
2 


un système orthogonal et complet : on sait qu'il en est ainsi lorsque 
r® est réel. On peut d’ailleurs vérifier l’orthogonalité. On a en effet: 


oo — ak COS PAT COS P,rdx 


=a [cos (Pr + Pm)& + COS( Pr — Pn)w|dx, (16) 


d'où 
Pn ieee cos put + De Tan Pad 
ae 2 2 aes te) 
purs Pa — Pm 


Mais, comme p, et Pp vérifient l’équation (13), il en résulte que 
Q est nul lorsque n est différent de m. Quand n est égal à m, 


d 
Ds Er A en ad (18) 
= J ET der MU Nid 


on a d'où compte tenu des équations (13) et (16): 


Qu (1 + 8828) (1) C9) 


h 20n 


i 5 srie de Fourier d'une 

Les coefficients c, du développement en pais outer a 

: a ee 
fonction Y = c, cos p,x s'obtiennent alors de la manière hahi 
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en multipliant les deux membres de cette identité par cos p,x et en 


intégrant entre O et | d. Pour Y —], on obtient ainsi 
2 


sin” i) (20) 


La fonction H est donc maintenant entièrement définie. 


5. — Calcul du flux. 


Du point de vue physique, la grandeur qui nous intéresse parti- 
sulièrement est le flux magnétique ® qui traverse la substance, 
rapporté à l'unité de longueur d'une section droite, normale au champ 
extérieur. Ce flux est composé de deux termes ®, et ®, correspondant 
le premier au flux du champ H à l'intérieur de Loan élémen- 
taires et le second à l'aimantation provenant de la susceptibilité 
superficielle attribuée aux parois. 

Le premier résulte d’une double intégration de H par rapport à x 
et à y ce qui donne: 


Je % cos p,xe~ ™dady, (21) 
soit 
H.c, sin 
®, ER steed EU Es 
re (22) 
Quant au flux de paroi, il s'écrit 
= Hears d 
pao ae à 4 Pr® — 
Dies Amid > 7 a a oe In dy, (23) 
ou encore 
Al C, COS ©, 
, = fry, >», pL eke CR (24) 
n= 4 n 


Au total, on obtient: 


Pas. TH y \ c,9g, 8in ©, 


r feet On 


ame VE + 
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En simplifiant cette expression, compte tenu des équations (12), 
(13), (14), et (15), on aboutit finalement à 


__ or dH A 


Pp (26) 


I 
après avoir posé 


/ 2 2 
etes) er) 


Le problème est ainsi ramené à la détermination des racines de 
l'équation transcendante (14) où r* est un nombre imaginaire pur. 


6. — Calcul de la perméabilité complexe. 


Le calcul classique de l'effet de peau, pour un corps ferroma- 
gnétique homogène, donne l'expression du flux superficiel ®, en 
fonction de la perméabilité p» et de l'amplitude H, du champ 
alternatif appliqué. On trouve ainsi 


aE 


— fa H,. (28) 
Anjo 


ou encore. en ulilisant les notations définies par les relations (g) et 


(10): 
ar (29) 


Si nous comparons maintenant les équations (26) et (29), nous 
constatons que, macroscopiquement, tout se passe, pour une substance 
à domaines superficiels, comme si nous avions affaire à une substance 
homogène de perméabilité complexe y donnée par: 


b—(4r4u)" 


pe Py — jt, = AoA’. (30) 


C’est naturellement cette perméabilité que donne l'application de 
la théorie classique de l’effet de peau à l'interprétation des données 
expérimentales. | 
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7. — Calcul de yu, et de ur. 


Certains auteurs utilisent une autre méthode pour interpréter leurs 
expériences. En ce qui concerne la partie du flux qui est en phase 
avec le champ, c’est-à-dire sa partie réelle, on peut aussi la consi- 
dérer comme celle d’une substance possédant une perméabilité fictive 
réelle 1. De même, la partie du flux magnétique qui est en quadra- 
ture avec le champ, c’est-à-dire sa partie imaginaire, peut être 
considérée comme appartenant à une substance possédant une 
perméabilité fictive ur. toujours réelle mais différant de la valeur 
précédente. 

Comme r est égal au produit d'une quantité réelle par (1 — j), 
ui et ur sont définis dans ces conditions par : 


Var — JV en = (1 — f)AV Ary, (31) 
et en comparant cette équation à l'équation (30), on en déduit les 
relations suivantes 


== I 
Uy = V pap 3 Psi (En — px). (32) 
8. — Calcul de A aux basses fréquences (a <1). 


On peut alors développer en série les racines de l’équation (14) 
suivant les puissances croissantes de r. On trouve ainsi pour la 
première racine 


r 
net le SE (33) 
et pour les suivantes : 
r. r 
Er pe ee Oe oe er eee BTR 


En introduisant les valeurs de ces racines dans l’équation (27) qui 
définit A, en développant à nouveau en série suivant les puissances 
croissances de r, on trouve finalement 


A= (1 — 0,167 * 40,0787" 1 alsin 
(1 — 0,167 r*° + 0,078 r° +...) DES pa (35) 


On peut vérifier sur cette expression, jointe à la relation (30), que 
p tend vers »., — 1 + Ary, quand r tend vers zéro. 
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9. — Calcul de A aux moyennes fréquences (a < 10). 


Dans ce cas, nous avons calculé séparément les trois premiers 
termes de la somme A, correspondant aux trois premières racines, 
calculées exactement, de l'équation (14) et nous avons remplacé la 
somme des termes suivants par une intégrale en admettant comme 


Fic. 4. — Valeurs de la composante réelle x, et de la composante imaginaire 7, de la 
première racine de l'équation transcendante (14), en fonction de a. 


expression des racines correspondantes le développement (34) 
limité à ses deux premiers termes. Tous ces calculs sont très fasti- 
dieux. 

Les figures 4 et 5 donnent la partie réelle x, et la partie imagi- 
naire y, des racines 9,, pour n—1, 2 et 3, en fonction du para- 
mètre a défini par l'équation (9). Nous avons également indiqué sur 
la figure 5 les valeurs asymptotiques de æ, et y; quand n tend vers 
l'infini. Toutes ces valeurs ont été calculées par approximations 
successives, à partir des tables de Kennelly des fonctions hyperbo- 


liques complexes. 
Notons enfin ici que lorsque a est grand devant nt l'expression 


21 
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. . La à 
asymptotique de la racine 9,,,, 8 écrit 


Uu rus T (36) 
= U — - + - = avec us — NT 
He [er (17) 2 


° 05 1 15 2,0 25 


Fic. 5. — Valeurs de la composante réelle et de la composante imaginaire des deuxième, 
_ troisième et (n + r)ième racine de l’équation transcendante (14), pour n très grand, en 
fonction de a/nx. 


à la condition que n soit au moins égal à 2. En effet, l'expression 
asymptotique de la première racine, pour a > 1, est donnée par: 


Danrer Roma ue elke oo. 


10. — Calcul de A aux très hautes fréquences (a > 10). 


Une méthode possible consiste à remplacer la somme A par deux 
intégrales prises avec n comme variable, la première correspondant 


à l'intervalle = <n<-—, la seconde à l'intervalle © <n< o. 
TE T 


Pour la première intégrale, on adopte comme valeur approchée 
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; T ] 
des racines o,., =f+m( +./) dans la seconde, on prend 
a 
a tet +. 
= nr +2" et on néglige 1/a devant l'unité. 
nt 


Nous avons ainsi obtenu 


I I ; 
AaB y/ 1+ 7 Hog (go a+ 8,065}. (38) 


mais il n’est pas possible de garantir la valeur de cette approximation 
et de préciser la valeur de a à partir de laquelle elle est acceptable : 
en effet, lorsque n est grand, la figure 5 montre que les racines 9, 
sont très mal représentées, dans le voisinage de a—nr, par les for- 
mules asymptotiques données plus haut. 


11. — Résultats du calcul. 


La figure 6 résume les résultats du calcul effectué en supposant 
#, grand devant l’unité, égal au moins à 50, pour fixer les idées, et 


OA 1 10 < ; 100 £ 
Fic. 6. — Valeurs des composantes réelle et imaginaire de la perméabilité apparente 
complexe, en fonction du paramètre a défini par la relation (9). 
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en utilisant les méthodes décrites dans les trois paragraphes précé- 
dents. Nous avons représenté p,/y,, et v.,/v, en fonction de a. 

En ce qui concerne le calcul de »., le raccord entre les éléments 
de courbe calculés d’après les différentes méthodes s'effectue d'une 
manière satisfaisante. Il n’en est pas de même pour le calcul de y, : 
l'approximation du paragraphe 10 semble en effet assez peu conver- 
gente. Nous avons donc jugé nécessaire de préciser les valeurs de y. 
lorsque a est compris entre 10 et 50, en utilisant les valeurs de p, 
qui paraissent plus précises, au moyen des formules de Kramers- 
Kronig [4] qui relient les composantes de susceptibilité magnétique 
complexe ~—y, — j4, el qui paraissent applicables ici. On doit 
avoir en particulier 


(oe) = — 22 (Wage, (89) 


12. — Influence de la tension superficielle des parois. 


Dans les calculs précédents, nous avons complétement négligé la 
tension superficielle des parois. Or, comme l'amplitude des oscilla- 
tions de la paroi diminue avec la profondeur, la paroi ne reste pas 
plane, elle se déforme et sa surface augmente. Pour apprécier l'erreur 
ainsi commise, nous supposerons que la structure des domaines 
superficiels est la même que celle qui a été décrite au commence- 
ment du paragraphe 2, mais en supposant désormais que l'épaisseur 
d des domaines élémentaires est assez petite pour que le champ ma- 
gnétique H,, parallèle à Oz, qui règne à l’intérieur du corps ferro- 
magnétique, soit pratiquement indépendant de x, et pour que les 
équations de propagation du champ électromagnétique se ramènent 
à la forme 

oH,  4rdB, 

a QE Peri (4o) 

dy p dl 


où B, désigne une induction moyenne, indépendante de +. 

En l'absence de champ, les parois prennent une position d’équi- 
libre, parallèle au plan Oyz. Sous l’action d’un champ H,, variable 
avec 4, elles s’écartent de leur position d'équilibre d’une quantité X,, 
qui dépend de ¢ et de y. A grande profondeur X,—o. La variation 
_ du moment magnétique, liée au déplacement d'une paroi unique, 
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entre les ordonnées y et y + dy, est égale à 2J,X,dy, de sorte que 
l'induction moyenne B,, à la profondeur y, s'écrit : 


etes (41) 


Étudions maintenant les conditions d'équilibre d’un élément de 
paroi de hauteur dy. Il est soumis aux forces suivantes : 

a) une force magnétique, parallèle en première approximation 
à Ox et égale à 2H,J,dy ; 

b) une force de rappel — kX;dy qui tend à ramener la paroi dans 
sa position -d’équilibre en l'absence de champ. Cette force est 
parallèle à Ox et on en obtient l'intensité en écrivant que la suscep- 
tibilité du système, dans un champ statique, est égale à la suscep- 
tibilité initiale statique. On obtient de cette manière 


hd, 


k= dy, “3 (42) 


c) les forces de tension superficielle de parot. Elles sont égales à y, 
tangentes à la section de la paroi par le plan Oxy et appliquées aux 
deux extrémités de l'élément dy. Leurs projections suivant Ow sont 
respectivement égales à — ; et à (Re) 

oy Oy 0. 

Finalement l'équation d’équilibre de l'élément de paroi considéré 

s écrit: 


> (43) 


Il s'agit donc finalement de résoudre le système des équations 
(40), (41) et (43), donnant la solution générale du problème posé. 
Si nous supposons que le champ extérieur H, est donné par 
‘équation (2), nous avons à trouver une solution de la forme : 


B=PBe ; Ho He; & Xie Xe", (44) 
où B, H et X sont des fonctions indépendantes de { qui satisfont à 
l'équation 


SS (5) 


et aux équations (41) et (43) dans lesquelles on fait abstraction de 
l'indice /. En éliminant B et If de ces équations, on trouve finale- 
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ment que X est solution de l'équation différentielle du quatrième 
ordre suivante 


+ P—o (46) 


où les quantités S et P sont définies comme il suit. 


me foe SELLES 


Gr 
p_— 64r die I rig #4 
vod hry, 
La solution est de la forme : 
Xia Cle nr Clem (48) 


où m’ et m” sont les deux racines à partie réelle positive de l'équation 
caractéristique : 


m°—Sm'+P—0o. (49) 


On détermine les deux 
coefficients C’ et C” 
d'après les conditions 
aux limites. 

On constate d’abord 
que les parois doivent 
toujours aboutir norma- 
lement à la surface du 
corps, comme le montre 
la figure 7 en (a). En 
effet, si cette condition 
n était pas réalisée et si, 
par exemple, la paroi 
occupait la position (b), 
la composante tangente 


à la surface de la force ¥ 
Fic. 7. de tension superficielle, 

appliquée à l’extrémité 

de la paroi, ne pourrait pas être équilibrée. IL faut donc écrire 


qu'à la surface, pour y —0, la dérivée ae est nulle ce qui donne 
Y 


m'C'+ m'C" =o. (50) 
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Il faut également exprimer que, pour y =o. le champ magnétique 
H, donné en fonction de X par l'équation (43), est égal au champ 
extérieur appliqué H,. On obtient ainsi une deuxième relation entre 
HET A 

PA EE 
| Ss | x | 2 » 
LR ESC + QC") — y(C'm' + C'm’ i) (50) 
“0 


13. — Calcul du flux magnétique. 


Du point de vue physique. la quantité importante est le flux 
magnétique ® qui traverse le corps, rapporté à une section droite de 
1 cm, c'est-à-dire 


p— |” Bay. (52) 


0 
On peut tirer B de l'équation (45) et intégrer : on obtient ainsi 
D —= TE (Cm + Cm). 53 
(Cm + Cm) (53) 
En éliminant C et C” des trois équations (50), (51) et (53); en 
remplaçant m°—+ m"° et m°m'* par leurs valeurs S et P, déduites des 
relations entre les racines de l'équation (49), on trouve finalement 


ou. EL 4, 


p? — Lio - A 5 (54) 
Anjo 
“al! —— | 
I ab AVE (55) 
en posant A! — IT ee 
E (1+ Vj) 
et forte (56) 


pd? 

Tout se passe ainsi comme si la perméabilité initiale statique 
u,— 1 + Any, était multiplié par A’: la perméabilité apparente y est 
donc égale à »,A’. Le coefficient A’ ne dépend que du seul paramètre 
a’, proportionnel à la fréquence. Le tableau suivant donne . ee 
de la partie réelle Re(A’) et de la partie imaginaire Im(A’) de A’, 
pour quelques valeurs de a’. 


TABLEAU 
a! One 0,3 1,0 3 10 30 100 300 1 000 
Re Ay... -|. 6,9% 0,92 0,78 0, bo 0,40 0,24 0,14 0,08 0,04 
Tan SN To Do, > 0,90 0,80" 0527 "0,19 0,12 0,07 0,04 
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14. — Discussion, 


Nous sommes donc en possession de deux théories, l’une rela- 
tive à des domaines de grande épaisseur d, où on néglige l'énergie y 
de paroi et où le flux est donné par l'expression (26), l’autre relative 
à des domaines de faible épaisseur, où le flux est donné par l’expres- 
sion (5/4). 

Dans les deux cas, l'allure de la variation de la composante réelle 
de la perméabilité, en fonction de log a ou de log a’, sont assez 
voisines et se déduisent en gros l’une de l’autre par une simple 
translation, parallèle à l'axe des fréquences, telle que a — 1,35 fide 
Ainsi, les deux théories donnent à peu près les mêmes valeurs de v, 
en fonction de w, lorsque a est égal à 1,35 a’, c'est-à-dire, en 
admettant que y soit égal à 1,4 ergs/cm”, », à 100 et J, à 1 700, 
lorsque l'épaisseur d des domaines est égale à 5,2.10 ‘cm. Cette 
valeur, très petite, est de l’ordre de-grandeur de l'épaisseur des parois 
de Bloch: l'épaisseur des domaines est toujours nettement plus grande, 
une dizaine de fois au moins, pour fixer les idées. J/ est donc légitime 
de négliger en première approximation l'énergie de paroi, quitte à 
évaluer ensuite l’erreur ainsi commise. 

A titre d'exemple, supposons que la diminution apparente avec 
la fréquence de la perméabilité du fer doux recuit, utilisé par 
R. Millership et F. V. Webster dans leurs expériences [5], provienne 
exclusivement de la subdivision en domaines élémentaires. La partic 
réelle de la perméabilité étant alors divisée par 2 à 340 Mc/sec, 
correspondant à une valeur de a égale à 7,2, on trouve que l'épaisseur 
des domaines doit avoir la très raisonnable valeur de 4 — 3,3.107* cm 
(on a pris les valeurs numériques indiquées plus haut et : — 10° 
ua 6, M): 

En adoptant cette valeur de d, on trouve a’ — 0,085. Ense reportant 
au tableau précédent, on constate que les corrections à apporter aux 
valeurs de ., calculées d'après la formule (26), pour tenir compte 
de l'énergie de paroi, sont inférieures à 2"/,, dans la région où la 
perméabilité a déjà diminué de moitié, par suite de l'existence même 
des domaines. Il est donc légitime de supposer infiniment souples les 
parois de Bloch. 

Il serait intéressant d’éprouver la validité de la formule (26) avee 
du fer doux traité de manière à contenir de grands domaines élémen- 


Cr a 
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taires, d'épaisseur supérieure à 10 microns par exemple. Il est à 
peu près certain que dans ce cas la diminution de la perméabilité 
apparente proviendrait exclusivement de la subdivision en domaines 
élémentaires et serait justiciable de la théorie proposée ici. 
Je remercie M. Pauthenet de l’aide qu'il m'a apportée dans l'exé- 
_cution des figures de ce mémoire. 
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